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На основе eN-метода выполнены сравнительные расчеты положения начала зоны ламинарно-турбулен-
тного перехода для двух точек на траектории посадки космического аппарата Pathfinder на поверхность 
Марса. В расчетах использовалась трехкомпонентная модель термохимически неравновесной смеси 
CO2–CO–O. Набор частот пространственных возмущений находился по нейтральным кривым для 
первых неустойчивых мод временных возмущений. Число Рейнольдса перехода ReδT определялось по 
огибающим семейств кривых N-факторов при NT = 8. В гиперзвуковом режиме при M = 12.6 учет раз-
витой термохимической неравновесности приводит к значительному снижению статической темпера-
туры газа в нижней части пограничного слоя. В результате начало зоны ламинарно-турбулентного пе-
рехода сдвигается вниз по потоку примерно на 9% по сравнению со случаем совершенного газа.
Ключевые слова: атмосфера Марса, линейная устойчивость, ламинарно-турбулентный переход, eN-метод, 
интегральная кривая N-фактора
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Полеты космических аппаратов к Марсу, достаточно полный обзор которых представлен в [1], иници-
ировали обширную литературу, посвященную проблемам аэротермодинамики гиперзвукового полета и 
посадки в марсианской атмосфере [2, 3]. Но до последнего времени рассчитывались относительно малые 
беспилотные аппараты, движущиеся с большими перегрузками по баллистическим траекториям [4, 5].

Вместе с тем по прогнозам [1] первые пилотируемые полеты на Марс начнутся уже в следующем деся-
тилетии. Эскизные проекты обитаемых космических аппаратов (КА), предназначенных для доставки 
экспедиций на планету с безопасными перегрузками, представляются конструкциями с характерными 
размерами в десятки метров. В частности, рассматривается проект марсианского КА, близкого по конфи-
гурации и размерам к аппаратам типа “Буран” (Space Shuttle).

Другой вариант представляет надуваемый на траектории спуска гиперконус с диаметром основания 
около пятидесяти метров. Подобные космические аппараты на многовитковых траекториях в атмосфере 
Марса будут использовать аэродинамическое торможение. При этом на характерных для них протяженных 
поверхностях малой кривизны за головной ударной волной должны развиваться гипер- и сверхзвуковые 
пограничные слои (ПС).

При проектировании систем управления и теплозащиты КА необходимы расчеты устойчивости погра-
ничного слоя для оценки положения зоны перехода к турбулентности, где возникает пик теплового потока. 
Для расчетов положения зоны перехода широко используется eN-метод, основанный на представлении об 
экспоненциальном нарастании пространственных возмущений до определенного уровня амплитуды AT 
к началу ламинарно-турбулентного перехода (ЛТП). Амплитуды для частотного спектра нарастающих 
возмущений рассчитываются на основе линейной теории [6, 7] в соответствии с соотношением

	 AT = A0exp(NT),

где AT – амплитуда в точке перехода; A0 – амплитуда начального возмущения; NT – так называемый 
N-фактор перехода, значение которого принимается в зависимости от конкретной задачи.

 



В расчетах необходимо использовать реальные характеристики марсианской атмосферы, около 96% 
которой составляет углекислый газ CO2, физико-химическая кинетика которого существенно сложней 
кинетики двухатомных компонент воздуха. Несмотря на разреженность и низкую температуру атмосферы 
Марса высокие скорости на траектории посадки в пределах 2–6 км/с определяют высокие температуры 
в ПС за ударной волной, которые в верхней части траектории существенно превышают температуру пол-
ной диссоциации CO2. При этом в пограничном слое возникает многокомпонентная термохимически 
неравновесная смесь атомов и колебательно возбужденных молекул, для учета свойств которой необходима 
адекватная физико-математическая модель.

В статье выполнены сравнительные расчеты положения начала зоны ЛТП для двух характерных режи-
мов течения гиперзвукового пограничного слоя, соответствующих 66-й и 87-й секундам полета аппарата 
Pathfinder при посадке на Марс [5]. В данном случае они рассматриваются как последовательные положе-
ния на многовитковой траектории в процессе аэродинамического торможения.

В качестве наиболее опасного взято двумерное возмущение моды II, совпадающее с направлением 
несущего потока. Значение показателя степени нарастания возмущений выбрано N = 8. Для расчета ста-
ционарных течений использовались локально автомодельные уравнения плоского пограничного слоя на 
пластине с изотермической некаталитической поверхностью.

1. МОДЕЛЬ ТЕЧЕНИЯ И ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ
В качестве исходной математической модели рассматривается система двухтемпературных уравнений 

сверхзвукового течения углекислого газа, учитывающая колебательную релаксацию и реакции диссо-
циации–рекомбинации с образованием молекул угарного газа CO и атомарного кислорода O:

	 .+ + +2CO CO OA A 	 (1.1)
Здесь частица – партнер по столкновению A – представляет собой одну из компонент смеси CO2–CO–O. 

Рассматриваемая модель в сравнительных расчетах [3] аэродинамических характеристик при спуске ко-
нического КА в атмосфере Марса показала малое отличие от моделей с более сложной химической кине-
тикой.

Относительно молекул угарного газа CO принято предположение [8], что при диссоциации CO2 моле-
кула CO мгновенно приходит в термодинамическое равновесие со средой, а ее дальнейшую диссоциацию 
можно не рассматривать. При этом колебательная энергия молекул CO находится в состоянии равновесия 
и характеризуется статической (поступательной) температурой потока. Это связано с тем, что характерное 
время диссоциации CO значительно больше, чем для молекулы углекислого газа CO2.

Система гидродинамических переменных включает в себя скорость потока u, плотность смеси ρ, мас-
совые доли молекул CO2 – Y1, CO – Y2 и атомов O – Y3, статическое давление p, удельную внутреннюю 
энергию смеси, связанную с квазиравновесными внутренними степенями свободы et, удельную колеба-
тельную энергию молекул CO2 – ev1, поступательную (статическую) температуру T, колебательную тем-
пературу Tv.

Поскольку сумма массовых долей компонентов смеси равна единице, то массовая доля любой компо-
ненты может быть выражена через массовые доли двух других компонент, в частности Y3 = 1 – Y1 – Y2. 
Замкнутая система в терминах этих переменных включает следующие уравнения.

Уравнение неразрывности смеси в целом

	 ( ) .∂r
+ ∇ r =

∂
0

t
u 	 (1.2)

Уравнения неразрывности компонентов смеси

	 ( ) , , .
∂r

+ ∇ r = -∇ + =
∂

1 2i
i i i

Y
Y u J W i

t
	 (1.3)

Уравнения импульсов для смеси

	 ( ) .∂r
+ ∇ r = -∇ + ∇

∂
p

t

u
uu  	 (1.4)
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Уравнение для плотности внутренней поступательно-вращательной энергии смеси

	 ( ) .
 ∂r

+ ∇ ⋅ r + ∇ = ∇ l∇ + - - - ∂  
∑ ∑ 0 1

t
t pi i i i v

i i

e
e p T c T h W R

t
u u u J 	 (1.5) 

Уравнение для плотности колебательной энергии CO2

	 ( ) ( ) .
∂r

+ ∇ r =∇ l ∇ - +
∂

1 1
1 1 1 1 1 1

v
v v v v v

Y e
Y e T e R

t
u J 	 (1.6)

Уравнение состояния газовой смеси

	 ( )/ .= r ∑ i i
i

p RT Y M 	 (1.7)

Здесь Ji – плотность диффузионного потока i-й компонента смеси; Wi – скорость производства i-й 
компоненты смеси в химических реакциях. Тензор вязких напряжений [9]

	 ( )( ) ( ) ,Tr 2

3b
  = h ∇ + ∇ + h - h ∇ ⋅    

u u u I  

где η, ηb – динамическая и объемная вязкости смеси; Rv1 – источниковый член, описывающий колеба-
тельно-диссоциативное взаимодействие; cpi = cVi + R/Mi – удельная теплоемкость при постоянном давле-
нии, связанная с квази- равновесными внутренними степенями свободы; h0i – удельная энтальпия обра-
зования i-го компонента; λ – теплопроводность смеси; λv1 – теплопроводность, обусловленная колеба-
тельными модами молекул CO2; Mi – молярная масса i-й компоненты; R – универсальная газовая посто-
янная.

Плотность внутренней поступательно-вращательной энергии молекул смеси определяется следующим 
образом:

	 , , ,
= =

= =∑ ∑
3 3

1 1
t s t s s V s

s s

e Y e Y c T

где ; ,= +  tr rot tr rot
Vi Vi Vi Vi Vic c c c c  – теплоемкости квазиравновесных степеней свободы i-й компоненты при по-

стоянном объеме. Теплоемкости cVi равны ( ) ,=1 15 2Vc R M  ( ) ,=2 27 2Vc R M  ( ).=3 33 2Vc R M

Здесь в равновесную теплоемкость угарного газа в связи со сделанным предположением добавлена 
равновесная теплоемкость ее колебательной моды cV2 = R/M2. Соответственно, теплоемкости при посто-
янном давлении есть cp1 = 7R/(2M1), cp2 = 9R/(2M2), cp3 = 5R/(2M3). Числовые значения энтальпий обра-
зования h0i для компонент смеси CO2–CO–O приведены в табл. 1 [10].

	

Таблица 1. Стандартные энтальпии образования

Компонент смеси CO2 CO O
h0i, кДж/моль –393.51 –110.52 249.18

1.1. Коэффициенты переноса

Коэффициенты вязкости η и теплопроводности λ смеси вычисляются по формулам Вилке [11]

	
( )

( )

/
/ /

, , ,
/

- +    = j = =  
j  +

∑ ∑ ∑

21 4
11

8 1

i j i i j
j j j i

j
jf j ij i ij i

jf

X f f M MX f Y Y
f X

M MM M

где fi – вязкость или теплопроводность i-й компоненты смеси. Вязкость i-й компоненты рассчитывается 
по формуле Блотнера [12]:
	 ( ) . exp[( ln ) ln ],h = + +0 1i i i iT A T B T C

которая применима при высоких температурах вплоть до 104 K. Ai, Bi и Ci здесь являются постоянными 
величинами [4], числовые значения которых для компонент смеси CO2–CO–O приведены в табл. 2.
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Для вычисления теплопроводности i-й компоненты λi используются модифицированные соотношения 
Эйкена [13]:

	 , , , . l = l + l = + h = 
 

5 6
1 2 3

2 5
tr rot tr rot

i i i Vi Vi ic c i

Теплопроводности λvi, обусловленные колебательными модами молекул CO2 и CO, вычисляются сле-
дующим образом:

	 , , , , .l = h = = =1
1 2

2

6
1 2

5
vib vib vib vibv
i Vi i V V

v

de R
c c c i

dT M

Подстановка значений теплоемкостей дает

	 , , .
    

l = h l = h l = h    
     

1 1 2 2 3 3
1 2 3

99 123 15

20 20 4

R R R

M M M

Плотность диффузионного потока определяется законом Фика:

	 ,= -r ∇i i iD YJ

где Di – эффективный коэффициент диффузии i-й компоненты. Аналогично [3, 14, 15] предполагается, 
что диффузия компонент смеси характеризуется с помощью постоянного числа Шмидта Sc = 0.5. При этом

	 .
Sc

i
iD

h
r = 	 (1.8)

1.2. Модель колебательно-диссоциативного взаимодействия

Колебательно-диссоциативное взаимодействие описывается источниковым членом Rv1, который вхо-
дит с противоположными знаками в правые части уравнений (1.5) и (1.6) и записывается следующим 
образом:
	 ,= +1 1 1

vib chem
v v vR R R 	 (1.9)

где первое слагаемое определяет вклад колебательной релаксации возбужденных колебательных мод мо-
лекул CO2, а второе слагаемое – связь между химическими реакциями и колебательной релаксацией. При 
этом первое слагаемое в правой части (1.9) выражается формулой Ландау–Теллера

	
( ) ( )

,
 -

= r  
t 

1 1
1 1

1

v v vvib
v

e T e T
R Y

где τ1 – характерное время колебательной релаксации.
Молекула CO2 имеет три колебательные моды – продольные симметричную и антисимметричную, а 

также дважды вырожденную изгибную, характеризуемые различными временами релаксации. В много-
температурном приближении им соответствуют три колебательные температуры. Однако близость харак-
терных частот симметричной и изгибной мод [3] и рассматриваемый высокотемпературный диапазон 
позволяет характеризовать [16, 17], колебательную энергию молекулы СО2 одной колебательной темпе-
ратурой Tv. В приближении гармонического осциллятора колебательная энергия молекулы СО2 записы-
вается следующим образом [4, 16]:

	 ,
exp exp exp

qq q = + +      qq q - - -            

31 2
1

1 31 2

2

1 1 1
v

v v v

R
e

M

T T T

Таблица 2. Коэффициенты Ai, Bi и Ci вязкой модели Блотнера

Компонент смеси Ai Bi Ci

CO2 –0.01952739 1.047818 –14.32212
CO –0.01952739 1.013295 –13.97873
O 0.02031440 0.429440 –11.60314
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где θ1 = 1903 K, θ2 = 945 K, θ3 = 3329 K − характеристические колебательные температуры первой, второй 
и третьей мод.

Для времени релаксации τ1 в [17] предложена универсальная зависимость

	 ( )/exp . . ,-t = -1 3
1 36 5 17 71p T

где τ1 измеряется в секундах, давление p − в атмосферах.
Второе слагаемое в правой части (1.9), определяющее связь между химическими реакциями и колеба-

тельной релаксацией, представляется в виде

	 .=v1 v1 1
chemR e W

1.3. Химические реакции

В статье рассматриваются три реакции диссоциации–рекомбинации, различающиеся частицей-пар-
тнером по столкновению, которые записывается в виде (1.1). Скорости производства компонент смеси 
в системе (1.2)–(1.7) определяется следующим образом:

	 , , .
      

= -r - r + + = - = -      
     

2 3 3 31 2 1 2 2
1 1 2 1 3 1

1 2 3 1 2 3 1 1
f b

Y Y MY Y Y Y M
W M k k W W W W

M M M M M M M M

Используется чисто аррениусовская кинетика, определяемая формулами [4, 16]

	 exp , exp .
q q   

= - = -   
   

f bf b
f f b bk C T k C T

T T

Более сложные модели, как известная двухтемпературная модель Парка [2], в которых учитывается 
возбуждение колебательных степеней молекул, обычно используются в более, чем пограничный слой, 
экстремальных течениях, таких как ударные волны и слои.

Принимается, что для рассматриваемых здесь реакций константы скоростей прямой kf и обратной kb 
реакций не зависят от вида частицы – партнера по столкновению. Такой выбор связан с тем, что нас в 
первую очередь интересует реакция диссоциации СО2, для которой это имеет место [18].

В расчетах использовались следующие числовые данные: Cf  =  3.7 × 1011 м3/(кмоль × с), Cb  = 
= 6.1 × 103 м6/(кмоль2 × с), f = 0, b = 0.75, θf = 52 500 K и θb = –10 240 K [4, 16, 18].

2. ОБЕЗРАЗМЕРИВАНИЕ И ЛИНЕАРИЗАЦИЯ
В качестве характерных величин для обезразмеривания уравнений (1.2)–(1.7) выбраны текущее рас-

стояние вдоль пластины x = L, параметры невозмущенного потока вне пограничного слоя, отмеченные 
индексом ∞: скорость U∞, плотность ρ∞ и температура T∞. Коэффициенты переноса смеси η, λ и ее ком-
понент ηi, λi обезразмериваются на значения коэффициетов переноса для CO2 в невозмущенном потоке 
η1∞ и λ1∞, скорости прямой kf и обратной kb химических реакций – на kf∞ и kb∞, время колебательной 
релаксации τ1 – на τ1∞. Скорости производства компонент смеси Wi нормировались на комплекс ,2

1fk M∞ ∞r
а энергии e, ei, ev1 и энтальпии образования компонент смеси h0i – на комплекс T∞R/M1. Для обезразме-
ривания давления и времени используются комбинированные величины ∞ ∞r 2U  и L/U∞ соответственно.

В обезразмеренную систему уравнений кроме числа Шмидта (1.8) входят следующие безразмерные 
критерии – числа Рейнольдса Re ∞ ∞ ∞= h r1 LU и Прандтля Pr ;∞ ∞= h l1 1 1pc  число Маха 

;∞ ∞= g 1M U RT M  числа Дамкелера химических реакций ∞ ∞= tDad dt  и VT-энергообменов 
.∞ ∞= t1DaVT t  Здесь g = cp1/cV1 – показатель адиабаты; ( )∞ ∞ ∞t = r1d fM k  – характерное время реакции 

диссоциации; t1∞ – характерное время релаксации колебательных мод CO2.
Для рассматриваемой задачи лиейной устойчивости обезразмеренная система (1.2)–(1.7) линеаризо-

валась на стационарном решении уравнений пограничного слоя в локально параллельном приближении. 
Мгновенные значения газодинамических переменных представлялись в виде суммы стационарного 
решения и возмущений:
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	 ( ) , , ( ) , ( ) , ( ) , ( ) ,x s y s i is i s v vs vu U y u u v y Y Y y Y T T y T T T y T= + = r = r + r = + = + = +′ ′ ′ ′ ′ ′

где индексом s отмечено стационарное решение, а штрихом – возмущения газодинамических переменных. 
Для обоих режимов рассчитывался альтернативный случай совершенного газа при Dad = DaVT = 0. Мгно-
венные значения коэффициентов переноса, скоростей производства компонент смеси и времени колеба-
тельной релаксации определялись следующим образом:
	

( ) ,
= = ==
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, ,( ) , ( ) ,
= =

   h l′ ′ ′ ′ ′ ′   h = h + h = h + = h + h l = l + l = l + = l + l
   
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	 ,( ) .
=

 t′ ′ ′ t = t + t =t + = t + t
 
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s
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Исследовались двумерные возмущения типа бегущих плоских волн вида

	 ( , , ) ( )exp[ ( )], ( ) ( , , , , , , , ),′ = a - w = a r q q1 2 3 vx y t y i x t y u v y y yq q q 	 (2.1)
где α = αr + iαi – комплексное волновое число вдоль координаты x, ω = ωr + iωi – комплексная частота, 
i – мнимая единица. Подстановка (2.1) в обезразмеренную линеаризованную систему дает систему урав-
нений для амплитуд двумерных возмущений, которая имеет вид

	 ,
r

r + ar s + a = 0s
s

d
D v

dy
	 (2.2)

	 ,
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	 (2.4)
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	 (2.7)
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Здесь
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3. МЕТОД РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ
В качестве профилей стационарного течения использовались решения системы локально автомодель-

ных уравнений пограничного слоя, которая представляется в виде
	 ( ) ,′′ ′ ′′r h j + jj = 0s s 	 (3.1)
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(3.5)
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= - = - = q - = q -                   
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q q
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В уравнениях (3.1)–(3.6) штрихи обозначают дифференцирование по автомодельной переменной [9]

	 ( ) , ,z = r x =
x ∫0

1

2

y

s z dz x

вспомогательная функция φ(ζ) определена как

	 ( )( ) .
z

j z = ∫
0

2 sU z dz

При подстановке в уравнения (2.2)–(2.8) профилей газодинамических переменных, полученных при 
решении системы (3.1)–(3.6), соответствующие естественные поперечные координаты определялись по 
формуле

	 .
( )

z

= x
r∫

0

2
s

dz
y

z

Для потока вне пограничного слоя рассматривался набор условий, соответствующий двум точкам 
в средней и нижней частях траектории посадки космического аппарата на Марс. Для температур на обте-
каемой поверхности ставились условия изотермичности, для массовых концентраций – условия абсолютно 
некаталитической поверхности.

Во всех случаях было показано, что локально автомодельные профили с возрастанием координаты ξ = x 
сходятся к некоторым предельным, которые приближают соответствующие профили развитого погранич-
ного слоя, рассчитанные конечно-разностным методом в полной постановке. При этом относительное 
локальное расхождение вдоль координаты y между полученными двумя способами профилями не превы-
шало пяти процентов.

Числа Рейнольдса Re Re ,δ =T xT  определяющие начало зоны ЛТП, рассчитывались по схеме, которая 
ранее была использована авторами в [19]. Для определения зоны ЛТП рассматривались два вида спект-
ральных задач. Вначале при вещественных волновых числах α = αT и комплексных частотах ω = ωr + iωi 
рассчитывались собственные значения для возмущений, развивающихся во времени. Затем при ком-
плексных α = αr + iαi и вещественных ω = ωS вычислялись спектры пространственных возмущений. 
Принималось, что при y = 0 и на условной верхней границе пограничного слоя y = δ амплитуды всех 
возмущений обращаются в нуль. В основе этой схемы лежит связь, обоснованная в [20], где было показано, 
что для двумерных пространственных и временных возмущений при условии малости затухания последних 
wi

2  <<  1с точностью до O(wi
2) имеют место соотношения ωS = ωr, αr = αS, т.е. диапазоны частот простран-

ственных и временных возмущений совпадают для одинаковых длин волн.
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На первом этапе для заданного режима течения определяется диапазон частот эволюционирующих 
в пространстве возмущений. Для этого строится кривая нейтральной устойчивости для наиболее неустой-
чивых первых мод временных возмущений в координатах (Re , ).δ wr  Верхний предел частотного интервала 
определяется горизонтальной касательной к верхней ветви кривой, ниже которой лежит область растущих 
возмущений. В качестве нижнего предела частот используется условный асимптотический предел при 
Re .δ →∞  В найденном таким образом интервале с равномерным шагом Δωr выбирается некоторое мно-
жество точек ωrk, k = 1, 2, …, m.

На втором этапе для каждой из выбранных частот рассчитывается кривая N-фактора ( )(Re ).w δ xN  С этой 
целью на прямой ωrk = const внутри области неустойчивости, ограниченной нейтральной кривой, берется 
множество точек с абсциссами Redj, j = 1, 2, …, n. В каждой точке решается спектральная задача для наи-
более неустойчивой пространственной моды возмущений. В результате получаем набор локальных ин-
крементов (декрементов) нарастания αi, j. На их основе с использованием квадратурной формулы вычи-
сляется интеграл

	
( )

( )

Re
* *

( )
Re

(Re ) Re , ,
δ

δ

w δ δ
h

= - a a = a
r∫

0

2
x

x

x i i i
x

N d
U

	 (3.7)

рассматриваемый как функция верхнего предела. Нижний предел ( )Reδ 0x  соответствует абсциссе точки 
на нейтральной кривой. Верхний предел увеличивается до тех пор, пока монотонное возрастание функции 

( )(Re )w δ xN не сменяется на убывание.
Рассчитанные таким образом кривые N-факторов для частот ωr,1 < ωr,2 < … < ωr,k строятся на плоскости 

( )(Re , )δ wx N  и находится огибающая семейства. Искомое число Рейнольдса ReδT, определяющее начало 
зоны ламинарно-турбулентного перехода, находится как абсцисса огибающей при заданной величине 
фактора перехода NT. В расчетах принималось NT = 8.

4. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ
Положение зоны перехода рассчитывалось для двух характерных режимов течения в сверхзвуковом 

пограничном слое. Для сравнения были выбраны две точки в средней (режим 1) и нижней (режим 2) частях 
баллистической траектории посадки аппарата Pathfinder, соответствующих 66-й и 87-й секундам полета. 
В режиме 1, исходя из расчетов авторов [5], имеют место высокие температуры потока и развитый процесс 
диссоциации, влияние которого на ЛТП является предметом исследования. В то же время режим 2 харак-
теризуется почти полным отсутствием диссоциации, и устойчивость определяется только условиями ги-
перзвукового полета в атмосфере углекислого газа, что также представляет определенный интерес. Для 
обоих режимов было выполнено сравнение со случаем совершенного газа при тех же внешних условиях.

Параметры набегающего потока в расчетных точках траектории взяты из работы [4]. В качестве гра-
ничных условий на условной верхней границе пограничного слоя использовались параметры потока за 
косой ударной волной на головной части аппарата в форме клина с углом β = 40°. Параметры потока за 
ударной волной рассчитывались на основе асимптотических формул теории косого скачка [9] при больших 
числах Маха.

Для режима 1 параметры потока за косым скачком уплотнения имеют следующие значения – скорость 
потока U∞ = 2445.5 м/с, число Маха M = 12.6, давление p∞ = 1549.5 Па, температура потока T∞ = 2583 К, 
колебательная температура Tv∞ = 169 К. Температура поверхности спускаемого аппарата принималась 
равной Twall = 2000 К.

Соответственно для режима 2 – скорость потока U∞ = 1378 м/с, число Маха M = 6.9, давление 
p∞ = 1062.85 Па, температура потока T∞ = 946 К, колебательная температура Tv∞ = 179 К, температура 
поверхности спускаемого аппарата Twall = 1100 К. В этом случае статическая температура потока суще-
ственно ниже температуры начала диссоциации углекислого газа. Вместе с тем она равна температуре 
возбуждения изгибной моды CO2 [4], и газ остается термически неравновесным. Массовые концентрации 
компонент смеси в обоих режимах были выбраны близкими к составу равновесной атмосферы Y1∞ = 0.9, 
Y2∞ = 0.05 и Y3∞ = 0.05. С учетом конечного времени колебательной релаксации колебательные температуры 
принимались равными температуре атмосферы в точках входа.
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На условной границе ПС при y = δ для обоих режимов течения ставились следующие условия:

	 ( ) , ( ) , ( ) , ( ) , ( ) , ( ) ,∞ ∞ ∞ ∞ ∞δ = δ = δ = δ = δ = δ =1 1 2 2 3 31 1 v vU Y Y Y Y Y Y T T T T

а на поверхности спускаемого аппарата – условия прилипания и изотермической некаталитической стенки:

	 ( ) , ( ) ( ) ( ) , ( ) ( ) .∞′ ′ ′= = = = = =1 2 30 0 0 0 0 0 0 0v wallU Y Y Y T T T T

Для нахождения локально автомодельных решений для рассматриваемых режимов течения система 
уравнений (2.2)–(2.7) приводилась к нормальной форме, для которой методом “стрельбы” с помощью 
процедуры Рунге–Кутты четвертого порядка на интервале [0, δ] решалась двухточечная краевая задача. 
Точкой “прицеливания” служила середина интервала ζc = δ/2, где требовалось совпадение значений вы-
числяемых величин с точностью до 10–8. Расчеты проводились при следующих значениях параметров: для 
режима  1  – M  =  12.6, . ,-= × 4Da 0 669 10d  . ;-= × 3Da 5 32 10VT  для режима  2  – M = 6.9, Dad ≈ 0, 

. .-= × 3Da 1 27 10VT  Для обоих режимов использовались значения параметров Sc = 0.5, Pr = 0.75, γ = 1.4, 
δ = 8 и рассчитывался альтернативный случай совершенного газа при Dad =  DaVT = 0.

На рисунке 1 для режима 1 представлены локально автомодельные профили газодинамических пере-
менных невозмущенного пограничного слоя для термически неравновесного (Dad = 0, DaVT = 5.32 ×10–3) 
и термохимически неравновесного газа (Dad = 6.69 ×10–4, DaVT = 5.32 ×10–3), которые сравниваются со 
случаем совершенного газа при прочих равных условиях.

По графикам температур на рис. 1в можно заключить, что последовательный учет энергоемких про-
цессов колебательного возбуждения (кривая B) и диссоциации (кривая C) приводит к существенному 
охлаждению потока, хотя колебательная температура меняется слабо. Следует отметить, что полученные 
уровни абсолютных значений статической и колебательной температур по порядку величины близки 
к соответствующим значениям, полученным в работе [3] для того же режима на основе трехкомпонентной 
модели, но для баллистического спуска и с более сложной колебательной кинетикой.

Спектральные задачи (1.11)–(1.17) для рассматриваемых режимов решались численно в среде пакета 
Matlab на основе метода коллокаций [21], который ранее был апробирован авторами в [19, 23].

Для определения диапазона частот эволюционирующих в пространстве возмущений рассчитывались 
кривые нейтральной устойчивости наиболее неустойчивых первых мод временных возмущений в коор-
динатах (Re , ).δ wr  Полученные кривые для режимов 1 и 2 в полулогарифмических координатах представ-
лены на рис. 2.

Проведенное здесь сравнение совершенного и термохимически неравновесных газов, а также сопо-
ставление с нейтральными кривыми [22] для совершенного газа при близких гиперзвуковых числах Маха 
M ≈ 6 и M ≈ 12 показывает, что вид нейтральных кривых временных возмущений целиком определяется 
числом Маха ПС. В ближнем гиперзвуке [22, 23] происходит слияние областей неустойчивостей мод I и II. 
Уже при M ≈ 6 сохраняет индивидуальность только нижняя часть области неустойчивости первой моды. 
При M ≈ 12 мода I целиком поглощается модой II, что делает их неразличимыми. При этом происходит 
смещение частотной координаты критического числа Рейнольдса в нижнюю часть нейтральной кривой 
с образованием характерного заостренного носика [22].

Таким образом, для гиперзвуковых ПС получается единая кривая нейтральной устойчивости для пер-
вых наиболее неустойчивых мод. Можно заметить, что в режиме 2, где фактически имеет место только 
термическая неравновесность, рост критического числа Рейнольдса по сравнению с совершенным газом 
значительно меньше, чем было получено в [23] для близкого числа Маха. Это связано с тем, что в данном 
случае значение релаксационного числа Дамкелера DaVT в определенной мере соответствовало реальным 
условиям полета в атмосфере Марса, в то время как в модельной задаче [23] было принято ( ).Da 1VT O

Для оценки начала зоны перехода ReδT было выбрано значение N-фактора NT = 8, которое используется 
для течений с низким уровнем привходящих возмущений [6]. Нижние пределы Reδ(x0) в интегралах (2.8) 
брались на нейтральных кривых, начиная с верхнего предела интервала частот растущих возмущений 
с шагом . .-Δw = × 51 25 10

Значения инкрементов (декрементов) пространственных возмущений αi вычислялись на прямых 
ω = const с шагом ΔReδ = 10. Такой выбор шага позволил для многократных вычислений интегралов (2.8) 
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использовать простую квадратурную формулу трапеций и получить достаточно гладкие кривые N-факто-
ров как функций от Reδ. Далее, используя связь Re Re ,δ = x  проводился пересчет N-факторов как функций 
от Rex.

На рис. 3 для двух режимов течения представлены по несколько кривых из семейств N-факторов для 
наиболее неустойчивых первых мод и огибающие семейств. Кривые N(Rex), соответствуют частотам ω от 

. -× 44 25 10  (кривые 1) до -× 45 10  (кривые 7) для режима 1 и от . -× 49 25 10  (кривая 8) до 10–3 (кривая 14) 
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Рис. 1. Автомодельные профили скорости Us(ζ) (а) и плотности ρs(ζ) (а) смеси, массовых концентраций CO2 Y1s(ζ) 
(б) и CO Y2s(ζ) (б), статической Ts(ζ) (в) и колебательной Tvs(ζ) (в) температур для режима 1: 1 – зависимости Us(ζ); 
2 – зависимости ρs(ζ); 3 – зависимости Y1s(ζ); 4 – зависимости Y2s(ζ); 5 – зависимости Ts(ζ); 6 – зависимости Tvs(ζ); 
A – совершенный газ (Dad= DaVT = 0); B – термически неравновесный газ (Dad = 0, DaVT = 5.32×10–3); C – термохи-
мически неравновесный газ (Dad = 6.69×10–4, DaVT = 5.32×10–3).
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для режима 2. Частоты для обоих режимов возра-
стают с шагом . .-Δw = × 51 25 10

Штрихпунктирная линия обозначает прямую 
N(Rex) = 8, D1 и ′1D  – точки начала ЛТП для ре-
жима 1, D2 и ′2D  – точки начала ЛТП для режима 2 
соответственно для термохимически неравновесного 
и совершенного газов. Числовые значения получен-
ных критериев RexT даны в табл. 3.

Можно констатировать, что учет термохимиче-
ской неравновесности в режиме 1 приводит к сме-
щению начала ЛТП примерно на 9% по сравнению 
с совершенным газом. В режиме 2 соответствующее 
смещение еще меньше, особенно относительно ре-
зультата, полученного в работе [23] для близкого по 
числу Маха режима.

Последнее связано с отмеченной выше малостью 
числа релаксационного числа Дамкелера DaVT. Надо 
отметить, что химическое число Дамкелера Dad с 
учетом реальных размеров перспективных марсиан-
ских КА может быть увеличено почти на порядок, 
что усилит эффект стабилизации потока.

Гиперзвуковым режимам в ПС соответствует монотонное возрастание числа Рейнольдса перехода RexT 
в зависимости от числа Маха [24]. Поэтому RexT в режиме 1 при M = 12.6 примерно в четыре раза больше, 
чем для режима 2 при M = 6.9.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
На основе eN-метода выполнены сравнительные расчеты положения начала зоны ЛТП для точек в сред-

ней и нижней частях траектории посадки аппарата Pathfinder в атмосфере Марса. В расчетах использова-
лась трехкомпонентная модель термохимически неравновесной смеси CO2–CO–O.

8

3
0.01 0.1 Reδ × 10‒4

ω × 10‒4

A

2

1

B

Рис. 2. Кривые нейтральной устойчивости наиболее 
неустойчивых первых мод временных возмущений: 
1 – режим 1; 2 – режим 2; A – совершенный газ; B – 
термохимически неравновесный газ.

Рис. 3. Кривые N-факторов и положение ламинарно-турбулентного перехода: (а) – режим 1, ω = 4.25×10–4 (1), 
4.375×10–4 (2), 4.5×10–4 (3), 4.625×10–4 (4), 4.75×10–4 (5), 4.875×10–4 (6), 5×10–4 (7); (б) – режим 2, ω = 9.25×10–4 (8), 
9.375×10–4 (9), 9.5×10–4 (10), 9.625×10–4 (11), 9.75×10–4 (12), 9.875×10–4 (13), 10–3 (14); A – кривые N(Rex) для совер-
шенного газа; B – кривые N(Rex) для термохимически неравновесного газа; C – прямая N = 8; D1 и D1′ – точки пе-
рехода для режима 1; D2 и D2′ – точки перехода для режима 2.
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Было выбрано рекомендуемое для случая потоков с малым уровнем внешних возмущений значение 
N-фактора (NT = 8), определяющего ЛТП. Частотный спектр пространственных возмущений находился 
по нейтральным кривым временных возмущений при одинаковых длинах волн.

Характерная для гиперзвуковой области форма нейтральных кривых со слиянием областей неустой-
чивости первой и второй мод полностью определяется числом Маха режима. На рассчитанных семействах 
кривых N-факторов строились огибающие, по которым при заданном NT = 8 находились числа Рейнольдса 
перехода RexT.

В гиперзвуковом режиме 1 при M = 12.6 учет развитой термохимической неравновесности приводит 
к значительному снижению статической температуры газа в нижней части ПС. В результате начало зоны 
ЛТП сдвигается вниз по потоку примерно на 9% по сравнению со случаем совершенного газа. Для рас-
сматриваемых гиперзвуковых режимов характерна монотонно возрастающая зависимость числа Рейнольдса 
перехода RexT от числа Маха. Поэтому RexT для режима 2 при M = 6.9 примерно в четыре раза меньше, чем 
для режима 1.
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ESTIMATE OF THE ONSET OF LAMINAR-TURBULENT TRANSITION  
ON A PLATE IN FLIGHT IN THE MARS ATMOSPHERE

Yu. N. Grigor’eva,* and I. V. Ershova, b, **
aFederal Research Center for Information and Computational Technologies, Novosibirsk, Russia

bNovosibirsk State Agrarian University, Novosibirsk, Russia
*E-mail: grigor@ict.nsc.ru

**E-mail: ivershov1969@gmail.com

Comparative calculations of the location of the onset of the laminar-turbulent transition zone are performed using 
the eN-method for two points on the Mars "Pathfinder" entry trajectory. A three-component model of 
thermochemically nonequilibrium CO2–CO–O mixture is used in the calculations. The set of spatial disturbance 
frequencies is found using neutral curves for the first unstable modes of temporary disturbances. The transition 
Reynolds number ReδT is determined from the envelopes of families of N-factor curves at NT = 8. In the hypersonic 
regime at M = 12.6, taking into account the developed thermochemical nonequilibrium leads to a significant 
decrease in the static temperature of gas in the lower part of the boundary layer. As a result, the onset of the 
laminarturbulent transition zone is displaced downstream by approximately 9% as compared to the case of a 
perfect gas.
Keywords: Mars atmosphere, linear stability, laminar-turbulent transition, eN-method, integral curves of N-factors
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Изучена электротермическая конвекция слабопроводящей жидкости в переменном электрическом поле 
горизонтального конденсатора. В рамках электрокондуктивного механизма зарядообразования на основе 
пятимодовой модели исследованы нелинейные режимы электроконвекции в невесомости при низких 
частотах электрического поля. Обнаружены гистерезисные переходы между двумя разными синхронными 
и субгармоническим режимами. Переходы к хаосу происходят либо через перемежаемость, либо через 
субгармонический каскад.
Ключевые слова: электроконвекция, слабопроводящая жидкость, хаос
DOI: 10.31857/S1024708424020025   EDN: RJREIW

Электрическое поле может сильно влиять на конвективные движения слабопроводящих жидкостей [1]. 
В электрическом поле в жидкости могут происходить различные процессы и движения [2]. С практической 
точки зрения знание законов действия электрического поля на конвективные течения актуально в связи с 
проблемой эффективного управления конвекцией, тепло- и массопереносом в различных технологических 
ситуациях, в том числе, в электрогидродинамических насосах и немеханических переключателях [3, 4].

Существует несколько механизмов электроконвекции в диэлектрических жидкостях [2, 5]. Влияние на 
электроконвекцию диэлектрофоретического механизма неустойчивости, вызванного зависимостью ди-
электрической проницаемости от температуры в идеальных диэлектриках, исследовано в [6]. Действие 
инжекционного механизма неустойчивости на электроконвекцию слабопроводящих жидкостей рассмотрено 
в [7]. В переменных электрических полях горизонтального конденсатора при участии электрокондуктивного 
механизма зарядообразования в слабопроводящих жидкостях исследована электроконвективная неустой-
чивость [8], а электроконвекция и различные нелинейные режимы движения изучены в работах [9, 10].

В работе [9] рассмотрено влияние на электроконвекцию переменного электрического поля средних 
частот. В работах [9, 10] наблюдались различные синхронные, квазипериодические и хаотические нели-
нейные режимы движения. Исследование хаоса в различных системах является актуальной задачей [11, 
12]. Синхронное движение, ламинарное поведение и перемежаемость, которые встретились в настоящей 
работе, были объектами исследования в других работах, например в [13, 14].

В настоящей работе в продолжение работы [9] проведено исследование влияния переменного электри-
ческого поля низкой частоты на электроконвекцию слабопроводящей жидкости, находящейся в подогре-
ваемом горизонтальном конденсаторе в невесомости. Главное отличие результатов в настоящей работе от 
результатов работы [9] заключается в том, что при низких частотах обнаружена конкуренция трех режимов 
(двух разных синхронных и одного субгармонического режимов), чего в работе [9] ранее не наблюдалось.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Рассмотрим плоский горизонтальный слой вязкой несжимаемой слабопроводящей жидкости, находя-

щейся в постоянном вертикальном электрическом поле E и поле тяжести g. Ось x направлена вдоль нижней 
границы слоя, ось z – перпендикулярно границам слоя. Идеально тепло- и электропроводные пластины 

 



конденсатора расположены при z = 0, h (h – толщина слоя) и нагреты до разной температуры: T(0) = Q, 
T(h) = 0.

Здесь T – температура, отчитываемая от некоторого среднего значения. Потенциал поля верхней гра-
ницы равен нулю: j(h) = 0, потенциал нижней границы меняется гармонически со временем t с частотой 
w: j(0) = U cos wt. При рассмотрении электрокондуктивного механизма зарядообразования в слабопрово-
дящей жидкости считается, что электропроводность жидкости линейно зависит от температуры.

Электроконвекцию слабопроводящей жидкости описывают уравнение Навье–Стокса, уравнение пе-
реноса тепла и закон сохранения электрического заряда в соответствующих приближениях. В статье [9] 
приведен вывод из этих уравнений системы уравнений электроконвекции слабопроводящей жидкости 
в безразмерном виде в безындукционном приближении в случае мгновенной релаксации заряда. Эта 
система имеет следующий вид:

	
cos ,

Pr s
∂r∂ ∂y ∂ ∂y ∂ ∂J Δy + Δy - Δy = w + + Δ y ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
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z
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∂ ∂

2 2

2 2x z
	

где y, J, ρe – поля функции тока, температуры и плотности заряда; D – двумерный оператор Лапласа. 
Система уравнений (1.1) содержит безразмерные параметры: тепловое число Рэлея Ra, электрическое 
число Рэлея Ras, число Прандтля Pr:

	 ,r bΘ
=

hc

3

Ra
g h

  ,s
s

e b Θ
=

hc

2

Ra
U

  Pr .h
=
cr

Здесь r, e, h, c, b, βs – соответственно плотность, диэлектрическая проницаемость, динамическая 
вязкость, коэффициенты температуропроводности, теплового расширения жидкости и зависимости 
проводимости от температуры.

В задаче рассматриваются свободные граничные условия. В целом они имеют следующий вид:

	 , :0 1z =  .′′y = y = J = 0

Здесь штрихом обозначена производная по z.
Ранее в работе [9] в аналогичной постановке задачи переменное поле в случае низких частот рассмотрено 

не было.

МОДЕЛЬ ЭЛЕКТРОКОНВЕКЦИИ
Для решения системы уравнений (1.1) будем использовать метод Галеркина, применяя следующие 

аппроксимации полей функции тока y и температуры J, удовлетворяющие граничным условиям и плот-
ности заряда ρe [9]:

	 ( )( )sin ( )sin sin ,y = p + p p1 2 2A t z A t z kx

	 ( )( )sin ( )sin cos ( )sin ,J = p + p p + p1 2 2 2B t z B t z kx C t z 	 (2.1)

	 [ ]( )cos ( )cos cos ( )cos ,r = p + p p + p1 2 2 2e D t z D t z kx E t z

где k – волновое число, характеризующее периодичность возмущений в плоскости слоя; А1, А2, B1, B2, D1, 
D2, E, C – амплитуды, характеризующие различные пространственные моды. В разложениях (2.1) присут-
ствуют слагаемые с разной четностью по z. Это связано с тем, что в уравнении для эволюции возмущений 
заряда присутствует слагаемое, содержащее первую производную по z, которое обуславливает перерас-
пределение энергии между модами различной четности. Проведена процедура ортогонализации и пере-
масштабирования переменных задачи:
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В результате получена пятимодовая модель электроконвекции слабопроводящей жидкости [9], где точка 
над переменными обозначает производную по времени, а w = 2pn:

	 Pr( cos ),= - + + pn
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Здесь X, Y, Z, V, W – масштабированные заново амплитуды, характеризующие различные простран-
ственные моды функции тока и температуры, а для амплитуд плотности заряда получаются алгебраические 
соотношения, выражающиеся через амплитуды температуры; r, e – нормированные тепловое и электри-
ческое числа Рэлея; b, d – геометрические параметры, зависящие от волнового числа. Динамическая 
система (2.2) является обобщением маломодовой модели Лоренца [11, 15].

НЕЛИНЕЙНЫЕ РЕЖИМЫ ЭЛЕКТРОКОНВЕКЦИИ
Параметры жидкости при исследовании случая невесомости (r = 0) выбраны следующие [9]: Pr = 100; 

k = 0.962, b = 2.077, d = 2.56. Система уравнений решалась методом Рунге–Кутта–Мерсона с одинаковыми 
начальными условиями или методом продолжения по параметру для различных значений e и n. Исследо-
вание проведено для низких частот электрического поля.

Полученные в результате интегрирования зависимости амплитуд от времени анализировались с помощью 
быстрого преобразования Фурье, и определялся спектральный состав отклика системы на электрическое 
поле. Интенсивность теплопереноса через слой характеризуется числом Нуссельта Nu – средним по времени 
значением безразмерного теплового потока, приходящегося на единицу горизонтальной границы слоя.

Рассмотрим вычисления с одинаковыми начальными условиями при частоте электрического поля 
n = 0.05. Ниже критического значения электрического числа жидкость находится в равновесии, при e = 67.81 
возникает конвекция и устанавливается периодический режим движения жидкости (рис. 1). Все частоты 
Фурье-спектра этих колебаний являются комбинацией внешней частоты и обобщаются формулой (2n + 1)n, 
где n – целое число. То есть в спектре содержится частота внешнего поля и ее нечетные гармоники. Это 
синхронные колебания 1-го типа.

С ростом электрического числа амплитуда синхронного режима растет, затем он исчезает и 
устанавливается равновесие. При e = 69.38 возникает синхронный режим 2-го типа, в его спектре содержатся 
четные гармоники внешней частоты: 2nn. Затем в некотором интервале параметров существует периоди-
ческий режим, в спектре которого присутствует частота, равная половине внешней частоты, и ее нечетные 
гармоники – это субгармонический режим. Вычисления с одинаковыми начальными условиями показали, 
что этот режим переходит в синхронный режим 2.

При дальнейшем увеличении параметра е для синхронного режима 2 происходит бифуркация удвоения 
периода – в спектре рождается частота в два раза меньше основной, затем последовательно происходят 
удвоения периода до тех пор, пока не возникнет хаотический режим колебаний жидкости со сплошным 
спектром Фурье.

Первые четыре значения электрического параметра е, при которых происходит удвоение периода, 
равны соответственно: е1 = 69.7729, е2 = 69.8422, е3 = 69.8567 и е4 = 69.8599. Постоянная Фейгенбаума [11, 
15], вычисленная по первым трем этим значениям, получилась равной: d = 4.7793; вычисления по следу-
ющим трем значениям дали результат: d = 4.5123. В этом случае реализуется сценарий перехода к хаосу 
через последовательность бифуркаций удвоения периода – сценарий Фейгенбаума [11, 15]. Переход к хаосу 
происходит при е = 69.87.

После расчетов методом продолжения по параметру было обнаружено более сложное поведение. Между 
тремя разными режимами поведения жидкости были обнаружены гистерезисные переходы. Эти гистерезисы 
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видны на графике зависимости безразмерного теплопотока (числа Нуссельта) от нормированного элект-
рического числа Рэлея (рис. 2). Оказалось, что синхронный режим 1 продолжает существовать при больших 
значениях параметра e. При e = 70.47 он переходит к хаосу через перемежаемость [11, 15].

В интервале значений электрического числа от 67.81 до 68.58 существует только режим 1, от 68.59 до 
69.37 конкурируют режим 1 и равновесие, от 69.38 до 69.56 сосуществуют режимы 1 и 2. В интервале от 
69.57 до 69.61 конкурируют три режима: два синхронных (режимы 1 и 2) и один субгармонический (режим 3). 
Переход к хаосу в режиме 3 (субгармоническом) происходит при е = 69.607 по сценарию Фейгенбаума 
(постоянная Фейгенбаума получилась равной: d = 5). В интервале параметров от 69.62 до 69.94 конкурируют 
синхронные режимы 1 и 2. При 69.95 режим 2 переходит в режим 1.

Полученные течения и обнаруженные переходы между тремя режимами (двумя синхронными и одним 
субгармоническим) являются новыми. В данной работе переходы к хаосу происходят либо через переме-
жаемость, либо через субгармонический каскад, а в работе [9] при среднечастотных колебаниях эти пере-
ходы происходили через квазипериодичность или перемежаемость.

Как известно, модельные свободные границы в задаче Релея–Бенара [15] позволяют в упрощенной 
постановке изучить устойчивость течений жидкости в горизонтальном слое. При этом качественное 
поведение жидкости по сравнению с твердыми границами сохраняется, понижаются лишь пороги переходов 
между режимами. Аналогично и в настоящей работе полученные в упрощенной постановке течения 
качественно должны соответствовать решениям задачи в полной постановке, могут быть лишь 
количественные отличия в результатах.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе рассмотрен случай, когда в жидком диэлектрике работает только электрокондуктивный 

механизм неустойчивости. Это справедливо для неоднородно нагретых диэлектриков в электрическом 
поле, в которых электропроводимость жидкости зависит линейно от температуры.

С помощью пятимодовой модели электроконвекции слабопроводящей жидкости в горизонтальном 
конденсаторе проведено исследование нелинейных режимов электротермической конвекции при низких 
частотах переменного электрического поля в невесомости.

Исследование этого случая является новым и ранее не было рассмотрено. При низких частотах новым 
результатом является обнаружение конкуренции и гистерезисных переходов между тремя режимами: двумя 

Рис. 1. Зависимость X от времени при e = 67.81. Рис. 2. Зависимость числа Нуссельта от электри
ческого числа Рэлея: 1 – синхронный режим первого 
типа, 2  –  синхронный режим второго типа, 
3 – субгармонический режим; толстые кривые – 
режимы, щтриховые – переход между режимами.
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разными синхронными и одним субгармоническим режимами. Переходы к хаосу происходят либо через 
перемежаемость, либо через субгармонический каскад, а в предыдущих исследованиях при средних частотах 
эти переходы происходили через квазипериодичность или перемежаемость.

Полученные результаты для модельных свободных границ должны качественно сохранять свойства 
течений жидкости в слое с твердыми границами, могут быть лишь количественные отличия в результатах.
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NONLINEAR REGIMES OF ELECTRIC CONVECTION OF POORLY 
CONDUCTING FLUIDS IN WEIGHTLESSNESS AT LOW FREQUENCIES  

OF AN ELECTRIC FIELD
V. A. Il’in

Perm State University, Perm, 614990 Russia
е-mail: ilin1@psu.ru

Electrothermal convection in a poorly conducting fluid in an alternating electric field of a horizontal capacitor 
is studied. The nonlinear regimes of electric convection in weightlessness are studies at low frequencies of the 
electric field on the basis of the pentamodal model within the framework of the electroconductive charge formation 
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mechanism. Hysteresis transitions between two different synchronous and subharmonic regimes are found to 
exist. Transitions to chaos occur by means of either interemittance or a subharmonic cascade.
Keywords: electric convection, poorly conducting fluids, chaos
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Рассматривается задача о нагнетании ньютоновской жидкости с постоянным расходом через нагнета-
тельную скважину в изначально невозмущенный бесконечный пласт с эрозионной вертикальной ма-
гистральной трещиной постоянной ширины. Методом преобразования Лапласа получены аналитические 
решения для полей давления в трещине и пласте, скорости течения в трещине, а также уравнения тра-
екторий жидкости в пласте и в магистральной трещине. Представленные решения применимы также 
к задаче отбора жидкости в добывающую скважину, пересеченную вертикальной магистральной тре-
щиной. Построены нестационарные двумерные поля давления в пласте, а также давления и скорости 
в трещине.
Ключевые слова: нестационарное течение, билинейный поток, магистральная трещина, преобразование 
Лапласа, аналитическое решение
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Часто из-за высоких давлений на нагнетательных скважинах образуются разрывы породы – трещины 
авто-ГРП. Эти трещины могут распространяться вплоть до добывающих скважин. С течением времени эти 
трещины промываются нагнетаемыми фильтрационными потоками и из-за эрозии стенок преобразуются 
в незакрепленные проппантом трещины с некоторым характерным раскрытием. В результате образуется 
система скважина–трещина–пласт, в которой на начальных, но довольно продолжительных временах 
возникает так называемый билинейный поток [1], представляющий одномерное течение в трещине и пер-
пендикулярное трещине фильтрационное течение в пласте с прямолинейными траекториями частиц.

Вероятно, впервые билинейный поток в окрестности закрепленной проппантом вертикальной трещины 
ГРП конечной проводимости был изучен в работе [1], в которой операционным методом получена зави-
симость забойного давления добывающей скважины от времени на больших временах при постоянном 
дебите скважины. Получена асимптотика падения забойного давления как корень четвертой степени от 
времени. Решение для давления в пласте в этой работе не было получено.

Моделированию билинейного потока в последнее время посвящен ряд отечественных публикаций. 
В работе [2] рассмотрено течение в бесконечной трещине, закрепленной проппантом. Описание филь-
трационного течения в трещине сведено к интегральному уравнению типа свертки. Методом преобразо-
вания Лапласа получены решения для полей давления в трещине при постоянном давлении и постоянном 
расходе на забое добывающей скважины.

В случае работы скважины с постоянным дебитом, как и в работе [1], получена зависимость забойного 
давления от времени в степени одна четвертая, однако эволюция давления в пласте также не рассматри-
вается.

В работе [3] пласт и трещина также предполагаются бесконечными. Для билинейного течения методом 
преобразования Лапласа получено решение как для давления в закрепленной трещине, так и для давления 
в пласте при постоянном давлении на забое скважины. В труде [4] решена аналогичная задача, где задан 
постоянный дебит на скважине. На больших временах получена асимптотика давления на скважине как 
функция времени в степени одна четвертая.

 



Полученные в [3, 4] решения применимы как для добывающих, так и для нагнетательных скважин 
с точностью до замены знака депрессии (репрессии) или расхода. В работе [5] с использованием резуль-
татов [4] построены решения для давления (расхода) при ступенчатых изменениях расхода (давления). 
Такие ступенчатые тесты применяются в полевых испытаниях для определения параметров трещины ГРП. 
В работе [6] операционным методом найдены аналитические решения для закрепленной трещины конеч-
ной длины при заданном забойном давлении или заданном расходе на скважине. В случае конечной 
трещины решения представляются в виде интегралов от рядов.

Во всех перечисленных работах предполагается, что трещина закреплена проппантом, течение в ней 
подчиняется закону Дарси и описывается уравнением пъезопроводности. В данной работе рассматривается 
задача о билинейном течении в системе трещина–пласт, в которой трещина с постоянным раскрытием 
не закреплена проппантом и ее эффективная проницаемость может на порядки превосходить проница-
емость закрепленных трещин ГРП. Поэтому течения в таких трещинах в общем случае не являются пол-
зущими и не описываются уравнением пьезопроводности. В данной работе предлагается подход, исполь-
зующий осредненные по сечению трещины авто-ГРП уравнения сохранения массы и импульса в гидрав-
лическом приближении

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ, МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ И БЕЗРАЗМЕРНЫЕ УРАВНЕНИЯ
Рассматривается задача о билинейном потоке в сопряженной системе трещина/пласт в бесконечном 

пласте. Одна четвертая часть этой системы для нагнетательной скважины показана на рис. 1. Скважина 
может быть как нагнетательной, так и добывающей. Трещина имеет постоянную ширину. Для простоты 
предполагается, что трещина заполнена той же ньютоновской жидкостью, что и пласт.

Уравнения сохранения массы и движения несжимаемой жидкости в гидравлическом приближении 
с осредненными по сечению параметрами течения для трещины постоянной ширины с нулевой проекцией 
силы тяжести на направление потока, но с учетом проницаемости стенок канала с пористостью (просвет-
ностью) m, имеют вид [7]

	 ,∂
= -

∂
2 Luv

x w
   ( ) ( )

,
- m∂ ∂ ∂

+ + b = - -
∂ ∂ r ∂ r

2

2

12 11
1

m vv v p

t х x w

где β – параметр Кориолиса порядка единицы, отвечающий за неравномерность распределения истиной 
скорости по сечению.

Члены уравнения импульсов слева по отношению к силе гидравлического трения Ffr имеют следующие 
порядки:

	 ( ) Re ,∂  + b  ∂  


2

1 fr
wv

F
х L

  ,r∂
∂ m



2

fr
wv

F
t T

где L, Т – соответственно характерные длина и время процесса, в течение которых заметно изменяются 
искомые переменные задачи.

Для ширин трещин w ≤ 0.001 м и длин трещин порядка L = 100 м следует, что конвективным слагаемым 
можно пренебречь по сравнению с силой трения вплоть до турбулентных течений, когда сила пристенного 

трения становится уже квадратичной. Для воды 
ρ = 1000 кг/м3, μ = 0,001 Па×с для местной произ-
водной имеем оценку

              .-r∂
∂ m

 

2
1

fr
wv

F Т
t T

Таким образом нестационарное слагаемое можно 
учитывать только для быстрых процессов с характер-
ными временами изменения параметров Т ≤ 1 с. Для 
задачи нагнетания давления в пласт характерные 
время изменения параметров значительно больше и, 
следовательно, можно полностью пренебречь инер-
ционным слагаемым в уравнении импульсов.

Скважина

Пласт

Трещина

Рис. 1. Схема к постановке задачи.
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Линеаризованная система уравнений с несжимаемой жидкостью в трещине примет вид
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	 (1.1)

	
( )

,
- m∂

= - -
r ∂ r 2

12 11
0

m vp

x w
	 (1.2)

	 ,∂ ∂
= c

∂ ∂

2

2
r rp p

t y
 ( )

,c =
m b + bl s

k

m
	 (1.3)

где v – скорость течения жидкости ГРП в трещине; w – раскрытие трещины; uL – скорость фильтрацион-
ной утечки по нормали к стенкам трещины; k – проницаемость пласта; μ – динамическая вязкость жид-
кости; pr – давление в пласте; ρ – постоянная плотность жидкости в трещине; p – давление в трещине; 
m – коэффициент пористости породы; βl и βs – коэффициенты сжимаемости жидкости в пласте и скелета 
породы соответственно.

В системе уравнений (1.1)–(1.3) течение в трещине описывается уравнениями в гидравлическом при-
ближении, а давление в пласте, в отличие от давления в трещине, является функцией обеих простран-
ственных координат.

На стенке трещины выполняется динамическое условие непрерывности давления:

	 ( ) ( ), , , .= =0rp x y t p x t 	 (1.4)
В начальный момент жидкость в трещине и пласте покоится, а давление в трещине равно пластовому 

давлению:

	 ( ) ( ) ( ), , , , , , ,= = =0 0 0 0k r kv x p x p p x y p 	 (1.5)
где pk – пластовое давление.

Поскольку проницаемость пород на несколько порядков меньше проницаемости трещины, то пред-
полагается, что вся жидкость из скважины попадает в трещину при закачке жидкости или из трещины 
в скважину при отборе жидкости (то есть жидкость не фильтруется через стенки скважины). Кроме того, 
согласно постановке задачи, трещина симметрична относительно скважины. Таким образом, граничное 
условие на скважине есть

	 ( , ) ,0
00

2

Q
v t v

hw
= = 	 (1.6)

где Q0 – постоянный расход закачки (отбора) жидкости; h – высота трещины.
На бесконечности потребуем равенства давлений в трещине и пласте пластовому давлению:
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Уравнения (1.1)–(1.7) образуют замкнутую систему.
Введем безразмерные переменные:
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где характерные и безразмерные параметры, а также размерный параметр С равны
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где L – расстояние, пройденное частицей в пласте вдоль траектории, которое можно принять равным 
размерам реального конечного пласта. В случае закачки жидкости в пласт берется положительный расход 
Q0, а при отборе жидкости из пласта – отрицательный. В обоих случаях параметры A и B являются поло-
жительными величинами, а параметр С имеет размерность скорости и зависит от знака расхода Q0.
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С учетом (1.8), (1.9) безразмерные уравнения (1.1) – (1.7) примут вид
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2. ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ЛАПЛАСА
Применим преобразование Лапласа [8] по безразмерному времени

	 ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }( , ) , , , ( , , ) , , , ,
∞ ∞

-w -ww = = w = =∫ ∫
0 0

t tF x f x t e dt L f x t F x y f x y t e dt L f x y t 	 (2.1)

к системе уравнений (1.10)–(1.16). Обозначим изображения искомых функций следующим образом:

	 ( ) ( ){ } ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }, , , , , , , , , , .w = w = w =r rV x L v x t P x L p x t P x y L p x y t 	 (2.2) 

С учетом начальных условий (1.14) получим следующую систему обыкновенных дифференциальных 
уравнений (ОДУ) для изображений: 

	 ,
=

∂∂
=

∂ ∂ 0

r

y

PV
A

x y
	 (2.3)

	 ,∂
= - -

∂
0

P
BV

x
	 (2.4)

	 .w =
2

2
r

r
d P

P
dy

	 (2.5)

Безразмерное условие непрерывности давления в изображениях преобразуется к виду

	 ( ) ( ), , , .= w = w0rP x y P x 	 (2.6)
Граничное условие (1.15) для изображения запишется в форме 

	 ( ) .w =
w
00

v
V , 	 (2.7)

Условия на бесконечности (1.16) примут вид
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Получим следующее решение системы ОДУ (2.3)–(2.5) с дополнительными условиями (2.6) – (2.8):
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Для нахождения оригиналов изображений (2.9) применяется теорема обращения Меллина [8]:

ИЗВЕСТИЯ РАН. МЕХАНИКА ЖИДКОСТИ И ГАЗА  № 2  2024

24	 ИЛЬЯСОВ и др.



( ) { } ( )

( ) { } ( )

, ( , ) , ,

, , ( , , ) , , .

1

1

1

2

1

2

a i
t

a i
a i

t

a i

f x t L F x F x e d
i

f x y t L F x y F x y e d
i

+ ∞
- w

- ∞
+ ∞

- w

- ∞

= w = w w
p

= w = w w
p

∫

∫
  (2.10)

Для всех изображений (2.9) начало координат ω = 0 явля-
ется одновременно и полюсом, и точкой ветвления.

Для интегрирования изображений рассмотрим замкнутый 
контур на комплексной плоскости с разрезом вдоль отрица-
тельной действительной полуоси, показанный на рис. 2. 
Внутри выбранного контура и на контуре функции (2.9) 
являются однозначными аналитическими функциями.

Обход от точки А1 до С происходит по часовой стрелке. 
Далее обходится контур CDEFB1A1. Обозначим дуги А1С и 
FB1 соответственно через CR

1 и CR
2. Окружность DE обозна-

чается через Cr, а координаты точек F(C) и E(D) – соответ-
ственно через (-R, 0) и (-r, 0). Координаты точек А1 и В1 равны a, -

2 2R a  соответственно.
Сначала с использованием (2.10) находится оригинал изображения скорости жидкости в трещине (2.9):
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Поскольку внутри рассматриваемого контура и на контуре нет ни полюсов, ни точек ветвления, то по 
теореме Коши [8] имеем

lim ( , )

lim ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) .

+ -
w

→∞
→ - -

- -
w w w w w

→∞
- -→

w w =

 
= w w + w w + w w + w w + w w 

  

∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

2 2

2 2

1 2

0

0
R R r

a i R a
t

R
r a i R a

r R
t t t t t

C C CR
R rr

V x e d

V x e d V x e d V x e d V x e d V x e d

	

(2.12)

Заметим, что изображения (2.9) стремятся к нулю при ω → ∞. По лемме Жордана [8] интегралы по CR
1 

и CR
2 в (2.12) стремятся к нулю при R → ∞.

На контуре Cr имеем ,jw = ire  / / / ,jw =1 2 1 2 2ir e  / / / .jw =1 4 1 4 4ir e  Подстановка этих выражений в интеграл 
по этому контуру дает:
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Остается рассмотреть интегралы на нижнем и верхнем берегах разреза вдоль действительной оси. За-
метим, что вдоль нижнего разреза , ,ie i- pw = r w = - r  / / / ,- pw = r1 4 1 4 4ie  а вдоль верхнего разреза 

, ,ie ipw = r w = r  / / / .pw = r1 4 1 4 4ie  Вычислим соответствующие интегралы:
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Из выражений (2.11)–(2.15) следует

γ

σ

Рис. 2. Контур интегрирования.
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В (2.16) сделаем замену координат / / .r =1 4 2 u  Тогда получим
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Применение данной техники к изображениям (2.9) пластового давления и давления в трещине дает 
расходящиеся интегралы при стягивании в точку контура Cr вокруг начала координат. Вычислим функции-
оригиналы другим способом. Согласно (2.9), изображение пластового давления
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Тогда с учетом того, что функция-оригинал изображения ω1/4

	 ( )
/

/( )
/

-
- -w =

Γ

3 4
1 1 4

1 4

t
L 	 (2.19)

и из теоремы об умножении изображений, а также (2.18) и (2.19) следует
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Вычисляя интеграл (2.21) по контуру на рис. 2, получим
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Далее, из (2.20) и (2.22) для пластового давления следует решение
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Из (1.13) и (2.23) следует решение для давления в трещине
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Непосредственная проверка показывает, что выражения (2.17), (2.23 и (2.24) являются точными реше-
ниями системы уравнений (1.10)–(1.12). Для полученных решений проверка граничного условия (1.15) 
выполняется элементарно. Первое и второе граничные условия (1.16) следуют из построения ограниченных 
решений для изображений пластового давления при y  → ∞ и давления в трещине при x → ∞, а также из 
представлений (2.20) и (2.21). Выполнение начальных условий для (2.17), (2.23) и (2.24) следует из теоремы 
обращения Меллина при t < 0 [9].

Знаки размерных давлений (2.23), (2.24) и выражения для скорости (2.17) автоматически определяются 
знаком расхода Q0. Таким образом, полученные решения применимы как к закачке жидкости в пласт, так 
и к отбору жидкости из пласта в соответствии с условиями (1.8) и (1.9).

Из (2.23) получим выражения для составляющих размерной скорости фильтрации в пласте:

ИЗВЕСТИЯ РАН. МЕХАНИКА ЖИДКОСТИ И ГАЗА  № 2  2024

24	 ИЛЬЯСОВ и др.



	 ( ) ( )( ) ( )/v
, , cos ,

( / )

∞
- + -t-  ∂ = = t + t ∂ Γ p   

∫ ∫
443 4 20

0
0

8
2

1 4

t u AB x u tr
y

Cp B
W x y t C ue u AB x u y du d

y A
	 (2.251)

	 ( ) ( )( )/v
, , cos .

( / )

∞
- + -t- ∂ p  = = t + + t   ∂ Γ p   

∫ ∫
443 4 20

0
0

4 2
2

1 4 4

t u AB x u tr
x

BCp
W x y t C e u AB x u y du d

x
	 (2.252)

В свою очередь из (2.251) следует выражение для размерной утечки в пласт (приток из пласта):

	 ( ) ( )( ) ( )( , , ) cos .
( )

4 44 40
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Г 1 4
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L
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∞
- - + -t

=

 ∂
= = t 

∂ p   
∫ 	 (2.26)

Знаки всех полученных выражений определяются знаком расхода Q0.
Выражение (2.26) для утечки можно, например, использовать при численном моделировании водо

изоляции магистральных трещин ширины w неньютоновскими гелями [9]. В этом случае задается расход 
закачки Q0 на скважине, а закачиваемый гель вытесняет воду в трещине поршневым образом. Выражение 
(2.26) можно применить для моделирования утечки жидкости из трещины в пласт в области течения, за-
нятой пластовой водой. Корректная утечка воды из трещины в пласт существенно влияет на определение 
правильной глубины проникновения геля в трещину, а значит, и на эффективность данного технологи-
ческого процесса.

Уравнения траекторий жидкости в пласте имеют вид

	
( ) ( ) ( )

,
, , , , ,= =0 0r

y r

dy x t
W x y t y x

dt
	 (2.27)

где правая часть (1.28) определяется решением (2.251).
Решение (2.17) определяет закон движения жидкости в трещине:

	 ( ) ( )* sin , ( ) .
∞

- + 
- = 
p  
∫

44

0

4 1
1 0 0

u AB x u tf
f

dx
= Av e u AB x du x

dt u
	 (2.28)

Полученные решения применимы к реальному пласту и трещине конечной протяженности до тех пор, 
пока волна давления не достигнет границы пласта или конца трещины. Это равносильно тому, что частица 
жидкости достигла соответствующих границ. Поэтому уравнения траекторий (2.27) и (2.28) должны быть 
использованы для определения момента времени, до которого полученные решения справедливы для 
трещины и пласта конечных размеров и в дальнейшем будут применены при построении графиков реше-
ний.

Из решения (2.24) следует закон изменения забойного давления со временем:

	 / /( , ) .
( / ) ( / )

-= t t =
Γ Γ∫
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4
0

1 4 1 4

t
AB

p t d ABt 	 (2.29)

Отсюда выражение для забойного давления в размерных переменных имеет вид
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где введена эффективная проницаемость не закрепленной трещины kf = w2/12. Это решение пропорцио-
нально корню четвертой степени от времени также как и асимптотическое решение для забойного давле-
ния в закрепленной проппантом трещине на больших временах [1, 2, 4]. Сравнение с формулой 
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/ / / /

*
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m
= +
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3 4
1 40

1 2 1 4 1 2 1 4
0 0 5515k

f

Q
p t p t

hw k k
	 (2.31)

из работы [4] показывает, что решение (2.30) имеет тот же характер зависимости от параметров за исклю-
чением множителя (1 – m)1/2 в числителе. Постоянные коэффициенты в решениях (2.30) и (2.31) отлича-
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ются незначительно. Таким образом, при заданном расходе на скважине зависимость забойного давления 
от времени для трещины отличается от аналогичной зависимости для трещины, закрепленной проппантом 
присутствием множителя (1 – m)1/2.

Поскольку в рассматриваемой постановке задачи нет характерной длины, то она, как и следовало 
ожидать, не входит в уравнения (2.30) и (2.31).

3. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННЫХ РАСЧЕТОВ
По полученным аналитическим решениям построим графики для двумерного давления давления 

в пласте, давления и скорости в трещине, а также утечек в пласт в некоторые моменты времени. Результаты 
расчетов показаны на рис. 3–6.

При построении графиков использовались следующие параметры. В качестве жидкости бралась вода 
с плотностью ρ = 1000 кг/м3 и вязкостью μ = 0.001 Па×с. Коэффициент упругоемкости воды βl = 10–10 Па-1. 
Коэффициент упругоемкости скелета породы βs = 10–11 Па–1. Пористость пласта равна m = 0.1. Проница-
емости пород варьировали от 1 до 100 мД. Длина трещины равна Lx = 500 м. Протяженность пласта в на-
правлении y равна Ly = 125 м. Ширина трещины w варьировала от 5 × 10-5 до 1.5 × 10–4 м. Пластовое дав-
ление равно pk = 250 атм (2.5 × 107 Па). Расход закачки жидкости варьировал от Q0 = 10 м3/сут до Q0 = 100 м3/
сут.

Поскольку полученное решение справедливо для бесконечных протяженностей трещины и пласта, то 
при применении полученного решения к пласту и трещине конечной протяженности необходимо кон
тролировать координаты фронта жидкости в трещине и пласте при закачке жидкости через добывающую 
скважину.

Полученные решения для давления и скорости течения в трещине, а также для давления в пласте спра-
ведливы для времен, когда как координата фронта жидкости в пласте, так и координата фронта жидкости 
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Рис. 3. Изменение давления в трещине в моменты времени (а–в) – t = 3, 6 и 12 ч для различных расходов закачки 
Q0. Ширина трещины w = 10–4 м. Проницаемость пласта k = 1 мД: 1–3 – Q0 = 10, 50, 100 м3/сут.

Рис. 4. Изменение скорости течения по длине трещины в моменты времени (а–в) – t = 3, 6 и 12 ч для различных 
расходов закачки Q0. Ширина трещины w = 10–4 м. Проницаемость пласта k = 1 мД: 1–3 – Q0 = 10, 50, 100 м3/сут.
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в трещине, рассчитанные по уравнениям траекторий (2.27) и (2.28), еще не достигли соответствующих 
границ. То есть одновременно должны выполняться неравенства xf < Lx, yr < Ly. Эти условия соблюдаются 
при построении графиков решений.

На рис. 3 показано изменение давления по длине трещины для трех моментов времени t = 3, 6 и 12 ч 
при различных расходах закачки Q0 = 10, 50 и 100 м3/сут при проницаемости пласта k = 1 мД и ширине 
трещины w = 0.0001 м. Видно, что чем выше расход, тем выше давление и тем с большей скоростью падает 
давление по длине трещины. Со временем давление в трещине повышается.

Аналогичные кривые давления получаются при фиксированном расходе Q0 и ширине трещины w. 
В этом случае давление в трещине увеличивается с уменьшением проницаемости пласта вследствие мень-
ших утечек жидкости из трещины в пласт, а темпы падения давления увеличиваются с увеличением про-
ницаемости пласта (с увеличением фильтрационных утечек).

Также было исследовано влияние ширины трещины на изменение давления по длине трещины при 
фиксированном расходе закачки Q0 и фиксированной проницаемости пласта k. В этом случае давление и 
темпы падения давления по длине трещины увеличиваются с уменьшением ширины трещины.

На рис. 4 представлено изменение скорости течения по длине трещины для тех же моментов времени, 
что и на рис. 3 при тех же параметрах расчета. Видно, что чем выше расход закачки, тем выше скорость 
течения в трещине и тем выше темпы падения скорости по длине трещины.

Аналогичные кривые получаются при фиксированном расходе Q0 и фиксированной ширине трещины w. 
С увеличением проницаемости породы уменьшается скорость течения и увеличиваются темпы падения 
скорости по длине трещины вследствие большей утечки.
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Рис. 5. Распространение давления в пласте в моменты (I–III) – t = 3, 6 и 12 ч. Ширина трещины w = 10–4 м. Прони-
цаемость пласта k = 1 мД: (а–в) – Q0 = 10, 50, 100 м3/сут.
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Также было изучено влияние ширины трещины на изменение скорости течения в трещине при фик-
сированном расходе Q0 и фиксированной проницаемости пласта k. Выяснено, что с уменьшением ширины 
трещины увеличивается скорость течения и увеличиваются темпы падения скорости по длине трещины 
из-за более высокого гидравлического сопротивления.

На рис. 5 при расходах Q0 = 10, 50 и 100 м3/сут показаны изолинии нестационарного двухмерного поля 
давления в пласте для тех же моментов времени, что и на предыдущих рисунках для проницаемости пла-
ста k = 1 мД и ширине трещины равной w = 0.0001 м. Видно как со временем происходит нагнетание 
давления в пласт при билинейном течении в системе эрозионная трещина/водонасыщенный пласт. Изо-
линии наклонены под некоторым углом к оси х. C течением времени фронт давления продвигается вглубь 
двухмерной области, а наклон изолиний к оси абсцисс остается постоянным для каждого фиксированного 
расхода закачки. Естественно, что с ростом расхода закачки Q0 давление в пласте увеличивается, а фронт 
давления быстрее проникает в пласт, что видно по приведенным графикам и шкалам давления.

На рис. 6 показаны изолинии нестационарного двухмерного поля давления в пласте для тех же момен-
тов, что и на предыдущих рисунках для расхода закачки Q0 = 50 м3/сут и ширине трещины w = 0.0001 м. 
Видно, что с увеличением проницаемости пласта k наклон изолиний к оси абсцисс увеличивается. При 
k → ∞ решение двухмерного уравнения пьезопроводности стремится к решению одномерного уравнения 
теплопроводности по координате х. Это означает, что нагнетание давления в пласте в основном происхо-
дит через скважину, а нагнетание давления через трещину пренебрежимо мало.

На рис. 7 показаны изолинии нестационарного двухмерного поля давления в пласте для тех же момен-
тов времени t = 3, 6 и 12 ч для расхода закачки Q0 = 50 м3/сут и проницаемости пласта k = 1 мД. Видно, 
что с увеличением ширины трещины w наклон изолиний к оси абсцисс уменьшается. При w → ∞ решение 
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Рис. 6. Распространение давления в пласте в моменты (I–III) – t = 3, 6 и 12 ч. Ширина трещины w = 10–4 м. Расход 
закачки Q0 = 50 м3/сут: (а–в) – k = 1, 10, 100 мД.
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двухмерного уравнения пьезопроводности стремится к решению одномерного уравнения теплопровод-
ности по координате y. Это означает, что нагнетание давления в пласте в основном происходит через 
трещину, а нагнетанием давления через скважину можно пренебречь.

Полученные аналитические решения могут быть использованы при тестировании численных схем 
симуляторов, моделирующих процессы фильтрации в линейно-упругих пластах с эрозионными верти-
кальными трещинами авто-ГРП.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Представлена модель билинейного нестационарного течениия в системе эрозионная трещина/водо-

насыщенный линейно-упругий пласт бесконечной протяженности. Получены аналитические решение 
для нестационарных полей давления в пласте и трещине, а также скорости течения в трещине при мгно-
венном включении насоса с постоянным расходом на нагнетательной скважине в изначально невозму-
щенной системе “трещина–пласт”.

Получено аналитическое выражение для фильтрационных утечек из трещины в пласт, а также уравне-
ния траекторий течения жидкости в трещине и пласте, которые позволяют определить времена, при ко-
торых полученные решения справедливы для трещин и пластов конечных размеров.

Построены графики полей давления в трещине и пласте, а также скорости течения в трещине для пла-
ста и трещины конечной протяженности. Полученные решения также описывают течение флюида в тре-
щине и пласте при отборе жидкости в добывающую скважину при постоянном дебите.
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Рис. 7. Распространение давления в пласте в моменты (I–III) – t = 3, 6 и 12 ч. Проницаемость пласта k = 1 мД. Рас-
ход закачки Q0 = 50 м3/сут: (а–в) – w = 5 × 10-5, 10-4, 1.5 × 10–4 м.
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ANALYTICAL SOLUTION TO THE PROBLEM OF INJECTION OR REDUCTION 
OF THE FORMATION PRESSURE IN THE RESERVOIR WITH A FRACTURE

A. M. Il’yasova, * and V. N. Kireevb, **
a OOO "RKh-BashNIPIneft", Ufa, Russia

b Ufa University of Science and Technology, Ufa, Russia
*E-mail: amilyasov67@gmail.com

**E-mail: kireev@anrb.ru

The problem of injection of Newtonian fluid at a constant flow rate through an injection well into an initially 
undisturbed infinite reservoir with an erosive vertical main fracture of constant width is considered. Using the 
Laplace transform method, analytical solutions are obtained for the pressure fields in the fracture and reservoir, 
the flow velocity in the fracture, as well as the equations for fluid trajectories in the reservoir and in the main 
fracture are derived. The solutions obtained are also applicable to the problem of fluid withdrawal into a production 
well intersected by a vertical main fracture. Nonstationary two-dimensional pressure fields in the reservoir, as 
well as the pressure and velocity fields in the fracture, are constructed.
Keywords: unsteady flow, bilinear flow, main fracture, Laplace transform, analytical solution
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Эволюция регулярной тонкой структуры картины распределения окрашенного вещества при растекании 
свободно падающей многожидкостной капли в глубокой воде впервые прослежена методами технической 
фото- и видеорегистрации. Изучалась картина течения на начальном этапе формирования каверны и 
венца при слиянии составной капли, ядро которой – капля раствора ализариновых чернил, было покрыто 
масляной оболочкой. В картине распределения окрашенной жидкости на дне каверны и стенках венца 
наблюдались полосчатые структуры, формирование которых связывается с влиянием процессов кон-
версии доступной потенциальной поверхностной энергии (ДППЭ) при уничтожении контактных по-
верхностей сливающихся жидкостей. В проведенных опытах изменялась высота падения капли. Поло-
жение ядра в составной капле не контролировалось и определялось условиями отрыва. Распад черниль-
ного ядра на волокна наблюдался во всех опытах. Площадь покрытия поверхности каверны и венца 
окрашенной жидкостью достигала максимума при центральном положении ядра.
Ключевые слова: составная капля, эксперимент, каверна, венец, волокнистая структура
DOI: 10.31857/S1024708424020045   EDN: RJJGHI

Интенсивность изучения динамики и структуры течений, создаваемых свободно падающей каплей 
в покоящейся принимающей жидкости, в основе которых лежали зарисовки визуальных наблюдений [1] 
и первые фотографии [2], в последние десятилетия устойчиво растет. Число публикаций по запросу Drop 
impact в 2019 г. превышает тысячу только в сети Scopus [3].

Интерес обусловлен глубоким научным содержанием явления, в котором отчетливо проявляется влияние 
естественных термодинамических процессов на перенос вещества, импульса и энергии на макроскопи-
ческих масштабах, а также совершенствованием вычислительной и экспериментальной техники. В опы-
тах расширяется диапазон частот зондирующего излучения, включающий и радио-, и световые и рентге-
новские волны [4], улучшается временное и пространственное разрешение регистрирующей аппаратуры 
[5], совершенствуются программы обработки информации [6]. Новые экспериментальные результаты 
способствуют развитию численных и аналитических методов исследований капельных течений, основан-
ных как на системах фундаментальных уравнений механики жидкостей [7–9] и термодинамики [10, 11], 
аналогах дифференциальных форм законов сохранения вещества, энергии и импульса – следствий аксиом 
однородности пространства и времени [12], так и на конститутивных подходах, включающих моделиро-
вание действия поверхностных эффектов массовыми силами [13–15].

Традиционно, начиная с работ [1, 2], проводят сравнительное изучение слияния с водой падающих 
капель чистых смешивающихся жидкостей, как одинаковых (вода–вода [16]), так и однородных по составу 
капель водных растворов минеральных солей, пигментов, ацетона и других веществ, смешивающихся 
с водой в любых пропорциях [17, 18]. В минувшие годы активно изучали растекание в глубокой жидкости 
составных капель, включающих несмешивающиеся жидкости или плохо растворимые газы с дополни-
тельными контактными поверхностями [3, 19].

В зависимости от пространственной структуры многожидкостные капли традиционно именуются 
составными (compound), в которых капля одной жидкости заключена в другой жидкости (капсулирован-
ные, инкапсулированные, оболочечные, ядерные, двух- и многослойные) и составленные (composed) – 
парные, дуальные, многоядерные, многочастичные или янус-капли в зарубежной литературе.

 



В составных каплях все контактные поверхности непрерывные и замкнутые. В составленных каплях 
на контактных поверхностях существуют замкнутые линии и отдельные точки контакта трех сред. Услож-
нение геометрии капли затрудняет проведение экспериментов и расчетов течений. Тем не менее число 
таких работ быстро увеличивается и становится сравнимым с числом опытов с однородными каплями [3].

Полученные в опытах с составными каплями научные результаты активно используются при разработке 
новых технологий в химической, нефтехимической, металлургической и пищевой промышленностях [20]; 
при совершенствовании методик гидродинамических [21], химических, биологических [22] и биомеди-
цинских исследований [23]; при разработке мер по сохранению окружающей среды [24].

Динамика формирования компонентов течения – брызг, капиллярных волн, каверны, венца, всплеска 
и распределения вещества капли зависит от параметров задачи – состава и плотности r сред, диаметра D, 
площади поверхности Sd, объема Vd и массы M = rVd, контактной скорости U и энергии капли – кинети-
ческой Enk = MU 2/2 и доступной потенциальной поверхностной энергии Ens = Sd sd

a капли (sd
a – коэффи-

циент поверхностного натяжения на границе капли с воздухом). Поверхностная энергия сосредоточена в 
тонком слое толщиной порядка размера молекулярного кластера ds ~ 10–6 см [25, 26].

В интрузивном режиме слияния, когда кинетическая энергия капли меньше поверхностной потенци-
альной энергии ,s= < 1E kR En En  капля плавно втекает в толщу жидкости, а каверна образуется с за-
держкой в несколько миллисекунд [27, 28].

В импактном режиме, при RE >> 1, капля растекается по поверхности каверны и венца тонкими струй-
ками (триклами, ручейками, лигаментами), следы которых образуют линейчатые и сетчатые структуры, 
состоящие из треугольных и многоугольных ячеек [29, 30]. Струйки ускоряются в контактной области 
слияния капли на непрерывно деформирующейся подвижной поверхности жидкости [31]. Волокнистое 
распределение вещества наблюдается при слиянии капли и с толстым [29, 30], и с тонким слоем жидко-
сти [32].

В импактном режиме на начальном этапе слияния тонкие струйки, содержащие вещество капли, про-
низывают дно каверны и поступают в толщу принимающей жидкости в виде отдельных волокон, образу-
ющих моховидный слой под дном каверны [33]. Со временем под каверной формируется расслоенная 
область жидкости промежуточной плотности с собственным значением показателя преломления, позво-
ляющим измерять высоту слоя оптическими инструментами [34]. После схлопывания каверны в течении 
появляется восходящая центральная струйка – всплеск [2, 17, 35]. Процессы формирования и растекания 
всплеска перестраивают картину распределения волокон, содержащих вещество капли [36].

Заметное внимание также уделяется экспериментальному изучению капельных течений при контакте 
несмешивающихся жидкостей. Черно-белые видеограммы растекания капель воды в силиконовом масле 
проанализированы в [37], цветные видеограммы картины растекания капли разбавленных чернил в ра-
стительном масле приведены в [38]. Водная пленка, покрывающая тонким слоем каверну, в обоих опытах 
довольно быстро разбивалась на отдельные пятна, связанные тонкими волокнами. Пятна постепенно 
стягивались в окрашенные капли, а волокна – в последовательности (“четки”) мелких капелек, распре-
деленных в толще и на поверхности жидкости. Размеры структурных компонентов для различных условий 
опытов с несмешивающимися жидкостями приведены в [39].

В последние годы особенно активно исследуются процессы слияния многокомпонентных капель, 
состоящих из соразмерных объемов несмешивающихся жидкостей или газов. Такие статьи составляют 
почти половину всех публикаций по капельной тематике [3]. В зависимости от состава сред, различают 
двухкомпонентные и многокомпонентные капли (одним из включений может быть и газ [19, 40]).

В двухкомпонентных составных каплях (компаунд, ядерных или оболочечных) с внешней средой кон-
тактирует только одно вещество [21], в составленных (дуальных, парных или янус-каплях) – оба [40]. 
На практике используются и двух-, и многослойные компаунд капли, составленные из нескольких веществ, 
а также покрытые тонкой жидкой или мягкой (полутвердой) оболочкой [3]. Список технологий, исполь-
зующих составные капли в химической, фармацевтической, пищевой, металлургической и других массо-
вых отраслях промышленности быстро расширяется.

Составные капли, образующиеся при попадании капель воды в расплавленный металл, нагретый выше 
температуры Лейденфроста, служат дополнительным источником возникновения пожаров при промыш-
ленных авариях [41]. Одним из перспективных направлений считается создание новых видов топлив, 
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в которых составные капли содержат воду, добавки, воздух или горючие газы [42]. Осцилляции составных 
капель активно изучаются аналитическими методами [43].

При моделировании процессов слияния капель численными методами используются большие вычис-
лительные мощности [44–46]. В расчетах применяются системы конститутивных уравнений в приближе-
нии несжимаемой жидкости, не включающие уравнения переноса составляющих веществ [44, 45].

В экспериментах составные капли получают многими физико-химическими методами: согласованным 
выдавливанием жидкостей из соосных капилляров, инъекцией жидкости ядра из микропипетки в расту-
щую каплю, соприкосновением независимо выдавливаемых капель из двух капилляров [3], испарением 
дополнительной несущей жидкости, термически индуцированным фазовым разделением [47], покрытием 
поверхности капель масла наночастицами [48] и др.

В основном в опытах регистрируется морфология картины течений – геометрия каверны, венца и 
пузырей в толще жидкости. Распределение вещества капли в принимающей жидкости ранее практически 
не изучалось. В данной работе впервые прослежена эволюция тонкой структуры картины распределения 
вещества составной оболочечной капли в принимающей жидкости на начальном этапе процесса слияния 
в процессе формирования первичной каверны и венца.

1. ПАРАМЕТРИЗАЦИЯ
Несколько лет системы конститутивных уравнений, широко применяющиеся для теоретического 

описания слияния свободно падающей капли с принимающей жидкостью [13–15], дополняются анализом 
полных решений системы фундаментальных уравнений [7, 8] с уравнениями состояния для плотности и 
потенциала Гиббса (свободной энтальпии [9]) с физически обоснованными начальными и граничными 
условиями. Схема распределения потенциала Гиббса в принимающей жидкости и в бинарных составных 
каплях приведена на рис. 1.

В равновесном состоянии дифференциал потенциала Гиббса в толще жидкости I определяется вели-
чиной энтропии s и плотности r или удельного объема V = 1/r:
	 .dG sdT VdPs = - +

В приповерхностном слое II толщиной порядка размера молекулярного кластера ds ~ 10–6 см структура 
жидкости более сложная. Энергия также зависит от площади свободной поверхности Ss [8, 21, 45]:
	 ,dG sdT VdP S ds s= - + - s

где s – коэффициент поверхностного натяжения.
В тонком поверхностном слое жидкости III толщиной порядка нескольких молекулярных размеров 

ds ~ 10–8см наиболее отчетливо выражены различные структурные компоненты физико-химической при-
роды – комплексы, клатраты, кластраты, ассоциаты, войды [25, 49]. Также наблюдается самоионизация 
некоторых сред, в частности воды [50]. Дифференциал потенциала Гиббса в слое включает члены, зави-
сящие от концентрации компонентов Si и химического потенциала mi (эффекты электризации здесь и 
далее не учитываются):

.i idG sdT VdP S d Ss s= - + - s + m

В силу малости толщины слоя II плотность по-
верхностной энергии Ws = Ens/Vs достигает боль-
шого значения и существенно превосходит плотность 
кинетической энергии Wk = Enk/Vd, отношение этих 
величин большое ~ ~ ~ .s s sδ

610k dW W V V D  Па-
дающая со скоростью U  ~ 1 м/с капля диаметром 
порядка D ~ 1  см сливается за время порядка 
Dtd ′ ~ 10–2 с, а преобразование доступной потенци-
альной поверхностной энергии проходит за время 
порядка Dts ′ ~ 10–8 c. Освобожденная энергия фор-
мирует тонкие струйки – лигаменты (ручейки, три-
клы), которые наблюдаются при слиянии смешива-
ющихся жидкостей [28–31, 33].

I

III
II III

Рис. 1. Структура капельной жидкости (слева – обо-
лочечная, справа – дуальная капля): I – III – толща, 
приповерхностный и поверхностный слои.
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В данных опытах исследовалась картина растекания оболочечной капли, включающей окрашенное 
ядро – капельку разбавленных ализариновых чернил в масляной оболочке (см. рис. 1).

В отличие от классической постановки задачи слияния однородной капли, размерные параметры, 
участвующие в описании слияния составной капли, включают физические параметры уже не трех, а че-
тырех контактирующих сред – принимающей жидкости, воздуха, внутреннего ядра и внешней оболочки 
капли. Принадлежность параметра обозначается индексами для принимающей жидкости t, воздуха a, 
ядра n

d  и оболочки s
d  капли соответственно.

Из анализа полной системы уравнений механики жидкостей, физически обоснованных уравнений 
состояния и граничных условий [7–9] применительно к задачам отрыва и слияния капли следует, что в 
число основных размерных параметров, характеризующих изучаемое течение, входят потенциалы Гиббса 
ядра и оболочки капли Gd

n и Gd
s , воздушной среды Ga и принимающей жидкости Gt, плотности , , , ,r r r rn s

d d a t  
четыре кинематические ,, ,n n n nn s

d d a t  и динамические вязкости ,, , ;m m m mn s
d d a t  шесть полных 

, ,
, , ,, , , , ,s s s s s ss a a a d n d s

d n d n d s t t t  и шесть нормированных на плотность , ,
, , ,, , , ,g g g g g gs a a a d n d s

d n d n d s t t t  коэффи-
циентов поверхностного натяжения для поверхностей раздела сред; эквивалентные диаметры Dn и Ds,  
площади поверхности Sd

n и Sd
s, объемы Vd

n и Vd
s; массы Md

n и Md
s ядра и оболочки; ДППЭ , ,

,s = sn s n s n
dd dEn S  и 

, ,
,s = ss a s a s

dd dEn S ; коэффициенты диффузии вещества ядра и оболочки капли в принимающей жидкости ,κd n
t

и , ,κd s
t  а также контактная скорость капли U, которая движется как целое; ее полная масса ,= +n s

d d dM M M  
кинетическая энергия капли , = 2 2k d dEn M U  и ее компонентов – ядра = 2 2n n

k dEn M U  и оболочки 
.= 2 2s s

k dEn M U
Большое число параметров позволяет сформировать развернутые группы собственных масштабов длины 

и времени, характеризующих слияние составной капли с принимающей жидкостью.
Базовая группа линейных масштабов, которые определяются физическими свойствами сред, включает 

группу капиллярно-гравитационных отношений /gδ = gg g  входящих в дисперсионное уравнение корот-
ких поверхностных волн [4], и диссипативно-капиллярных масштабов / .n

gδ = n g2  Группы линейных мас-
штабов, зависящих от скорости капли U, включают масштабы Прандтля /nδ = nU U  и капиллярные масштабы 
gδ = g 2
U U  для каждой из сред.

Соответственно, одна часть временных́ масштабов задачи включает только параметры среды – / ,n
gt = n g3 2  

/ ,gt = g 34
g g  другая – размер капли – /gt = g3D D , / ,n

gt = n gD  третья – ее скорость – / ,t =D
U D U  / .t =U

g U g

Отношения базовых масштабов длины и времени определяют набор характерных капиллярных и ка-
пиллярно-диссипативных скоростей задачи [51]. Собственные масштабы задачи определяют требования 
к методике эксперимента – выбору размера поля наблюдения, пространственного и временного разре-
шения инструментов.

Большое число масштабов однородной размерности отражает многообразие и сложность процессов, 
протекающих в широком диапазоне масштабов – от надмолекулярных порядка dc ~ 10-6 см в процессах 
освобождения и накопления доступной потенциальной поверхностной энергии, до полного размера об-
ласти течения.

Базовые динамические параметры капли в целом – импульс pd = MU, кинетическая , = 2 2k dEn MU  и 
полная доступная потенциальная поверхностная энергия (ДППЭ) , ,

, .s = s + sn s n s a s
d d dd dEn S S

Отношения характерных масштабов одинаковой размерности задают набор традиционных безразмер-
ных параметров процесса, включающий числа Рейнольдса Re = UD/n, Фруда: Fr = U 2/gD, Бонда 

, ,= g2Bo a
d sgD  Онезорге = n gOh D  и Вебера ,We ,= g2 a

d sDU  которые применяются для сравнения 
условий проведений опытов. Дополнительными безразмерными параметрами течения выбраны отноше-
ния компонентов энергии ,E kR En Ens=  , ,

, ,s s s= n s s a
E d dR E E  и их плотностей .s= δW kR En En D  Для сокра-

щения описания процессов слияния составной капли значения параметров приведены только для воды. 
Плотность, поверхностное натяжение и другие параметры раствора чернил близки к значениям соответ-
ствующих параметров для воды.

2. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ УСТАНОВКА
Опыты выполнены на доработанном стенде для изучения тонкой структуры быстропротекающих про-

цессов (ТСТ), входящем в состав Уникальной исследовательской установки УИУ “ГФК ИПМех РАН” 
[52]. Фотографии и подробные описания стендов приведены в работах [28, 30]. Картины слияния составных 
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капель регистрировали высокоскоростной видеокамерой Optronis 
CR 300 × 2 или фотоаппаратом Canon EOS 350D.

Оболочечные составные капли формировались методом инъ-
екции ядра из соосного тонкого капилляра в подготовленную 
масляную каплю, висящую на срезе капилляра. Схема дозатора 
приведена на рис. 2. Первоначально на срезе внешнего капилляра 
формировалась масляная капля с помощью питателя 2.

Когда капля масла достигала нужного размера, с помощью 
тонкой соосной иглы 1 производилась медленная инъекция рас-
твора ализариновых чернил, пока составная капля не отрывалась 
от среза капилляра под действием собственного веса. Скорость 
капли в момент контакта с принимающей жидкостью определя-
лась по кадрам видеоряда.

Как и в случае растекания однородной капли, картины тече-
ния существенно различаются при слиянии медленно и быстро 
движущейся капли в момент контакта. Критерий перехода от 
медленного интрузивного втекания капли в толщу принимающей 
жидкости к быстрому импактному режиму растекания по ее 
поверхности определяется отношением кинетической энергии 
капли к доступной потенциальной поверхностной энергии [29].

В интрузивном режиме, когда кинетическая энергия капли 
Enk меньше доступной потенциальной поверхностной энергии 
Ens, определенной по внешнему диаметру, RE < 1, вещество ядра 
вначале равномерно растекается по поверхности каверны, затем собирается не ее дне и проваливается в 
толщу принимающей жидкости, образуя вытянутую по вертикали интрузию сложной формы.

При больших скоростях падения капли, при RE > 1 слой равномерно распределенной по поверхности 
каверны жидкости ядра постепенно трансформируется в регулярную систему волокон. Именно этот режим 
структурированного течения, ранее не отмеченный, по мнению авторов, в литературе, был выбран для 
дальнейшего изучения.

Всего были проведены четыре серии опытов с оболочечными каплями с наружным диаметром в диа-
пазоне 3.3 < Ds < 5 мм, свободно падающими с высоты H = 30, 44 и 50 см. Ядро капли составляла капля 
ализариновых чернил, разбавленных в пропорции 1 : 20. Оболочка – рафинированное пищевое подсол-
нечное масло плотностью 30.91 .r = г/смs

d  Коэффициент поверхностного натяжения на границе масла 
с воздухом ,s = 2

o 33 г/сa  а на границе с водой . .s =o 223 5 г/сw  Значение коэффициента поверхностного 
натяжения определялось методом подвешенной капли (suspended drop) [53]. Значения коэффициента 
динамической вязкости для чернильного ядра md

n = 0.01 г × см-1 × с-1, для масляной оболочки 
md

s  = 0.55  г × см-1 × с-1; значение коэффициента кинематической вязкости  – nd
n  = 0.01 cм2 × с-1 и 

nd
s  = 0.6 cм2 × с-1 соответственно.

Полученные составные капли имели толщину масляного слоя в диапазоне 0.2 < Dls < 1.1 мм. Предвари-
тельные опыты показали, что смещение центра ядра относительно центра оболочки лежало в диапазоне 
масштабов 0.1 < Drs < 0.3 мм. В данных опытах форма капли и смещение ядра не регистрировалось по тех-
ническим причинам. Контактная скорость капель лежала в интервале 2.4 < U < 3.1 м/с. Принимающая 
жидкость – частично дегазированная водопроводная вода, находилась в кювете 10 · 10 · 8 см3. Характерные 
энергетические оценки компонентов течений указаны в табл. 1.

1

2

3

4

Рис. 2. Схема дозатора составных ка-
пель: 1, 2 – капилляры подачи жидко-
стей ядра и оболочки; 3 – растущая 
составная капля; 4 – кювета с прини-
мающей жидкостью.

Таблица 1. Энергетические оценки компонентов течений водно-масляной капли (при средней толщине 
масляного слоя Dls = 0.65 мм, наружном диаметре Ds = 5 мм и скорости падения U  = 3 м/с)

,
s,
n s

dEn ,
мкДж

,
s,
s a

dEn ,
мкДж

n
kEn ,

мкДж

s
kEn ,

мкДж
s,dEn ,

мкДж
,k dEn ,

мкДж
RE REs

1.01 2.59 119.34 159.39 3.60 278.73 77.43 0.39
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Применялись два варианта регистрации. При наблюдениях картины течения в толще жидкости в вер-
тикальной плоскости угол наклона линии визирования составлял J = 0° к горизонту. При наблюдениях 
свободной поверхности  J = 0°. Длительность экспозиции составляла 200 мкс, скорость съемки – 4000 к/с.

3. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
При слиянии быстро падающих капель, кинетическая энергия которых значительно превышает ДППЭ 

RE >> 1, каверна начинает формироваться с момента первичного контакта жидкостей. В случае контакта 
смешивающихся жидкостей вещество капли распределяется по поверхности жидкости в виде отдельных 
волокон, образующих линейчатые и сетчатые картины на поверхности каверны и венца [27, 29]. 

Степень выраженности отдельных структурных компонентов течений зависит от многих размерных 
(или приведенных безразмерных) параметров задачи, в частности, контактной скорости капли при посто-
янных значениях остальных физических величин. При слиянии несмешивающихся жидкостей капля 
быстро растекается по поверхности каверны и венца, далее в масляной пленке появляются пустоты, 
оконтуренные тонкими границами [38]. Постепенно границы разрываются, и вещество капли стягивается 
в системы капелек различного размера в толще и на поверхности жидкости.

Приведенные ниже выборки из видеофильмов показывают, что тонкая структура наблюдаемых картин 
распределения вещества составных капель в принимающей жидкости значительно отличаются от распре-
деления веществ однокомпонентной капли.

3.1. Начальный этап слияния составной капли

Фотография составной капли с чернильным ядром, покрытым масляной оболочкой непосредственно 
перед началом слияния, приведена на (рис. 4a), отсчет времени ведется от момента первичного контакта 
оболочки капли с поврхностью принимающей жидкости. При начале слияния, за время меньше Dt  = 0.25 мс, 
которое определяется скоростью съемки, по поверхности принимающей жидкости успевают растечься 
масляная пленка, и сформироваться четыре кольца вокруг центральной капли (рис. 4б).

Ближайшее к капле светлое кольцо визуализирует плоское дно каверны [27], следующее, более тем-
ное – наклонную стенку, следующее светлое – формирующийся венец, и внешнее темное – масляную 
пелену. Окрашенная жидкость ядра капли начинает растекаться в виде ориентированного на 11 часов 
пигментированного языка, снизу и сверху покрытого масляной пленкой. Распределение пигмента в пелене 
неравномерное, прослеживается полосчатая периодическая структура.

Капля в момент первичного контакта все еще сохраняет округлую форму, ее диаметр D = 5 мм; при этом 
диаметр первичной каверны составляет dc = 6.81 мм. Ширина языка (хорда) составляет d⊥ = 3.86 мм. Длина 
языка в начале процесса слияния при t < 2 мс остается примерно постоянной и составляет l⊥ = 1.72 мм.

(а)

1

2

(б)

1

2

Рис. 3. Фотографии составных капель: а, б – с сильно и слабо смещенным ядром; 1 – масляная оболочка; 2 – ядро.
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В картине слияния составной капли при Dt  > 2 мс идентифицируются все компоненты импактного те-
чения однородной капли [29] – каверна, на стенках которой можно выделить капиллярные волны, венец, 
на кромке которого формируются короткие шипы (рис. 4в). На вершинах шипов собираются капельки. 
Наиболее полно сформированная капелька, в которой тонкие волокна, окрашенные пигментом ядра, по-
гружены в масло оболочки составной капли, образуется на вершине шипа, расположенного в центре языка.

В отличие от растекания смешивающихся жидкостей в импактном режиме [30] здесь в первые Dt  = 2 мс 
после контакта не наблюдается интенсивного образования лигаментов. По поверхности жидкости 
растекается масляный слой, освобождающаяся при уничтожении контактных поверхностей ДППЭ быстро 
рассеивается и не успевает перейти в кинетическую энергию течения, внутренняя энергия конвертируется 
в осцилляции давления и температуры.

3.2. Фаза формирования тонкой структуры картины слияния составной капли

В ходе дальнейшей эволюции картина течения заметно меняется. Капелька масла с волокнами окра-
шенной жидкости ядра средним диаметром ds =  0.8 мм отделяется от шипа на кромке венца при t = 3.6 мс 
(рис. 5а) и удаляется со скоростью us = 128 см/с. На выборке видеокадров видно, что в процессе полета 
капля совершает свободные колебания, наложенные на вращательное движение, при этом меняет свою 
форму и размеры.

После отрыва капельки происходит капиллярное сжатие остатка шипа, и начинается стягивание масляной 
пленки, покрывающей поверхность тонкого слоя окрашенной жидкости ядра на дне каверны. При этом 
слой окрашенной жидкости преобразуется в последовательность тонких поперечных волокон (рис. 5а, б).

Граница области трансформации структуры языка продвигается равнозамедленно. Ее максимальная 
скорость достигается в интервале 3 < t  < 4 мс и составляет Uf  = 1.33 мм/мс. Минимальная скорость 
Uf  = 1.12 мм/мс наблюдается при окончании процесса стягивания при t  ~ 10 мс. Средняя скорость продви-
жения границы стягивающейся пленки Uf  = 1.3 мм/мс. При t  = 4.8 мc она проходит по середине каверны.

Под действием сил поверхностного натяжения происходит заметное сглаживание кромки венца: гра-
ница последнего приобретает все более плавную форму (рис. 5в). Образующиеся поперечные волокна 
“разрезаны” на части длиной dl = 0.26–0.33 мм, длина которых постепенно увеличивается по мере роста 
размеров каверны (рис. 5г, д) и при t  = 10 мс (рис. 5е) система волокон покрывает практически всю по-
верхность каверны.

По мере изменения геометрии каверны происходит быстрая трансформация картины распределения 
жидкости капли. Вначале становятся все более выраженными продольные полосы, в их окрестности по-
являются кольцевые структуры (рис. 5ж). Наиболее быстро трансформация идет на периферии течения 
около вертикальных стенок каверны, где появляются двойные петли.

(а) t = ‒0.1 мс (в) t = 2.05 мс(б) t < 0.25 мс
Рис. 4. Эволюция распределения вещества составной чернильно-масляной капли на начальном этапе импакта. Длина 
маркера  – 2  мм (H  =  44  см, U  = 290  см/с, Dn = 2.8  мм, Ds = 5  мм, Mn = 11.49 × 10-6 кг, Ms = 49.1 × 10-6  кг, 
M = Mn + Ms = 60.59 × 10-6 кг, Re = 242, Fr = 172, We = 1168, Bo = 6.8, Oh = 0.14, Enk,d = 254.79 мкДж, ,

, .s = 0 58n s
dEn  мкДж, 

,
, .s = 2 59s a
dEn  мкДж, RE = 80.38, REs = 0.22).
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Далее начинают распадаться две центральные полосы, причем правая эволюционирует быстрее, чем 
левая. Системы колечек появляются и на продольных линиях (рис. 5з). Картина течения теряет однород-
ность – в верхней части полосчатые структуры просветляются с сохранением своей формы, в нижней – 
распадаются на кольцевые элементы, связанные тонкими волокнами. Со временем увеличивается контраст 

(а) t = 3.6 мс (б) t = 4.8 мс (в) t = 6.1 мс

(г) t = 7.55 мс (д) t = 8.54 мс

(ж) t = 13.3 мс (з) t = 17.5 мс (и) t = 22.0 мс

Рис. 5. Эволюция распределения вещества составной чернильно-масляной капли на этапе образования лигаментов. 
Длина маркера – 4 мм (H  = 44 см, U  = 290 см/с, Dn = 2.8 мм, Ds = 5 мм, Mn = 11.49 × 10-6 кг, Ms = 49.1 × 10-6 кг, 
M = Mn + Ms = 60.59 × 10-6 кг, Re = 242, Fr = 172, We = 1168, Bo = 6.8, Oh = 0.14, Enk,d = 254.79 мкДж, ,

, .s = 0 58n s
dEn  мкДж, 

,
, .s = 2 59s a
dEn  мкДж, RE = 80.38, REs = 0.22).

(е) t = 10.0 мс
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в окраске волокон и степень анизотропии структуры, усложняется картина вихревых волокон в нижней 
части течения. Вокруг расплывающегося венца шириной Dlr = 3.6 мм появляются две кольцевые капил-
лярные волны длиной lc = 1.2 мм.

Отдельные элементы картины течения на рис. 5е приведены на рис. 6б в увеличенном формате. Про-
дольный размер последовательности валиков на главном диаметре (оранжевая выделенная область длиной 
13.50 мм на рис. 6а) составляет 0.58 мм; 2.03 мм; 2.81 мм; 1.66 мм; 1.59 мм; 0.61 мм; 0.42 мм (отсчет от левой 
кромки).

Относительный размер чернильных валиков (по отношению к главному диаметру) составляет 0.043; 
0.150; 0.208; 0.132; 0.123; 0.045; 0.031. Абсолютный размер продольных (диффузных) структур слева направо: 
6.34 мм; 9.21 мм; 10.7 мм; 8.45 мм; 6.69 мм; 5.42 мм. Относительный размер продольных структур (по от-
ношению к главному диаметру): 0.47; 0.68; 0.79; 0.62; 0.49; 0.40.

Измерение максимальной толщины чернильных валиков в центре течения было произведено двумя 
способами: прямым и спектральным, по оценке распределения освещенности вдоль продольной оси 
картины (рис. 7а). Видно, что график на рис. 7а имеет некоторый спадающий тренд, что можно объяснить 
тем, что светодиодные осветители находились преимущественно с одной стороны кюветы.

Толщина валиков вдоль продольной оси при измерении сверху вниз (первый находится на пересечении 
оранжевого прямоугольника и красной линии) составляет 0.508 мм, 0.515 мм, 0.473 мм, 0.495 мм, 0.529 мм, 
0.481 мм, 0.474 мм. Среднее значение – 0.496 мм. Указанные размеры по отношению к главному диаметру 
составляют 0.0376, 0.0381, 0.035, 0.0367, 0.0392, 0.0356, 0.0351.

(а) (б) (в)

Рис. 6. Увеличенный вид решетки (а) с чернильными валиками (б) и диффузными петельками (в). 
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Рис. 7. Структура полосчатого течения по данным рис. 5: (а), (б) – распределение относительной освещенности I, 
нормированной на максимальной значение, вдоль продольной центральной линии и его пространственный спектр S.
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Наличие вторичных пиков говорит о присутствии волокон и связанных с ними неравномерно окра-
шенных областей внутри валика, что согласуется с прямыми наблюдениями на увеличенном изображении 
рис. 6б.

Ширина впадин на рис. 7а составляет 0.49 мм, 0.52 мм, 0.45 мм, 0.48 мм, 0.55 мм, 0.48 мм, 0.46 мм 
(среднее значение – 0.49 мм). Указанные величины хорошо согласуются с ширинами валиков, полученных 
прямым измерением вдоль красной линии на рис. 6а.

Близкое к равномерному расположение пиков и впадин на рис. 7а, а также присутствие одного ярко 
выраженного пика на рис. 7б говорит о почти периодическом распределении пигмента.

Далее, при t  > 25 мс, венец окончательно спадает, каверна схлопывается и, как в случае падения одно-
родной капли [35], начинает формироваться всплеск. Изменение глобальной динамики и геометрии те-
чения сопровождается трансформацией изучаемой линейчатой структуры в другие формы, как и случае 
растекания однокомпонентной капли [36]. Сложный процесс дальнейшей эволюции течения при слиянии 
составной капли требует дополнительного изучения.

3.3. Наблюдение картины течения в толще жидкости

Выборки из видеограммы, иллюстрирующей эволюцию картины течения, возникающего в толще 
жидкости при слиянии свободно падающей капли с окрашенным ядром диаметром Dn = 2.7 мм и внешним 
диаметром Ds = 3.3 мм в вертикальной плоскости приведены на рис. 8а–е.

В течение первых миллисекунд формируются традиционные элементы структуры течения – каверна с 
выпуклым дном, восходящий стягивающийся венец с расширенной кромкой, вершина которой покрыта 
растущими шипами. Верхняя левая часть венца окрашена пигментом ядра, правая, заполненная маслом – 
прозрачная. В этом течении вещества капли частично разделились.

(а) t = 1.25 мс (б) t = 2.5 мс (в) t = 4.5 мс

(г) t = 10.75 мс (д) t = 20.25 мс (е) t = 24.5 мс

Рис. 8. Эволюция картины распределения вещества составной чернильно-масляной капли в боковой проекции. 
Длины маркеров – 5 мм (H  = 50 см, U  = 300 см/с, Dn = 2.7 мм, Ds = 3.3 мм, Mn = 10.31 × 10-6 кг, Ms = 7.74 × 10-6 кг, 
M = Mn + Ms = 18.05× 10-6 кг, Re = 165, Fr = 278, We = 825, Bo = 2.97, Oh = 0.174, Enk,d = 81.23 мкДж, ,

, .s = 0 54n s
dEn  мкДж, 

,
, .s = 1 13s a
dEn  мкДж, RE = 48.64, REs = 0.48).
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С вершин вытянутых шипов отрываются капельки – слева окрашенные, справа прозрачные (рис. 8б–г). 
Скорости брызг составляют us

l = 138 см/с и us
r = 119 см/с соответственно. Первая капелька слева меньше 

второй, справа, у капелек масла, – наоборот (рис. 8в, г).
Постепенно нижняя кромка окрашенной жидкости теряет гладкость, на ней появляются широкие 

выступы, разделенные узкими впадинами (см. рис. 8в).
Со временем каверна углубляется, высота неровностей нижней кромки подрастает (рис. 8г). В сгла-

женных выступах зубцов оседающего и расплывающегося венца просматриваются отдельные волокна и 
капельки, окрашенные пигментом жидкости ядра первичной капли.

Внимательное рассмотрение плотно окрашенной стенки каверны позволяет рассмотреть системы 
окрашенных полос, образующих линейчатые и кольцевые структуры (рис. 8г–е). Отмеченные особенности 
картины течения сохраняются вплоть до t  ~ 30 мс. Затем регулярная структура начинает активно размы-
ваться как под влиянием молекулярной вязкости и диффузии, так и под действием капиллярных и инер-
ционных сил, активно деформирующих каверну с последующим формированием всплеска.

Сравнение картин и течений показывает, что линейчатый рисунок на рис. 5 создается объемными 
волокнами. Нижние кромки волокон заметно нарушает гладкость контактной поверхности раствор пиг-
мента ядра капли – масляная пленка оболочки, которая в этих опытах – прозрачная (см. рис. 8).

3.4. Эволюция картины течения при меньшей контактной скорости капли

Общая структура картины течения сохраняется при уменьшении контактной скорости составной капли, 
сливающейся в импактном режиме, когда каверна образуется с момента первичного контакта [29, 30]. 
Иллюстрирующие выборки из видеофильма приведены на рис. 9.

(а) t = < 0.25 мс (б) t = 0.6 мс (в) t = 2.1 мс

(г) t = 4.4 мс (д) t = 8.14 мс (е) t = 14.8 мс

Рис. 9. Распределение пигмента ядра капли в начальной стадии формирования каверны. Длина синего маркера – 
2  мм; длина красного маркера  – 4  мм (H  = 44  см, U  = 240  см/с, Dn = 3.9  мм, Ds = 5  мм, Mn = 31.06 × 10-6 кг, 
Ms = 31.30 × 10-6 кг, M  = Mn + Ms = 62.36× 10-6кг, Re = 200, Fr = 117, We = 800, Bo = 6.8, Oh = 0.14, Enk,d = 254.79 мкДж, 

,
, .s = 1 12n s
dEn  мкДж, ,

, .s = 2 59s a
dEn  мкДж, RE = 48.41, REs = 0.43).
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В данном опыте капля падала с высоты H = 30 см и достигала контактной скорости U = 240 см/с. Пиг-
ментированное ядро Dn = 3.9 мм располагалось практически в центре масляной оболочки диаметром 
Ds = 5 мм, что подтверждается симметрией начальной картины слияния t  < 0.25 мс, в которой можно вы-
делить только небольшой “язык” в нижней части течения.

Кольцевая пелена с гладкой кромкой продолжает венец, верхняя кромка которого представлена синим 
кольцом на рис. 9б. Светло синему кольцу внутри него соответствует вертикальная стенка венца, которая 
переходит в более ярко окрашенную стенку каверны. Дно каверны закрывает остаток ядра капли диаметром 
d  = 5.69 мм. Симметрию несколько нарушает небольшая плоская струйка – “язык” шириной d⊥ = 3.42 мм 
в направлении на 5 ч (рис. 9б). По условиям съемки этот дефект виньетируется стенкой каверны и далее 
не наблюдается.

В ходе дальнейшей эволюции течения растет глубина каверны и высота окрашенной стенки, при этом 
теряется контраст границы с жидкостью на дне каверны. На боковой поверхности в направлении на 11 ч 
появляется новый дефект – “смятие” кромки окрашенной стенки, в центре которого располагается более 
темная “двойная складка”, доходящая до окрашенного остатка капли на дне каверны (рис. 9в).

Постепенно контрастность “складки” увеличивается, длина растет и при t  = 4.4 мс (рис. 9г) она при-
нимает вид тонкой струйки, переносящей дополнительный пигмент на кромку венца и в пелену. Одно-
временно струйка служит направляющей положения полос формирующейся структуры, в которой начи-
нают проявляться линейные и тонкие кольцевые элементы (рис. 9г). Распределение окрашенных нитей в 
зубцах на правой части венца указывает, что их формирование также обусловлено подтеканием струек из 
области слияния капли с принимающей жидкостью, где происходило уничтожение свободной поверхности 
и освобождалась ДППЭ, переходящая в другие формы.

Вертикальная струйка распадается на отдельные элементы на растущей каверне к моменту t  = 8.14 мс, 
к вершинам которых подходят новые аксиальные складки. Одновременно в структуре течения появляются 
две новые струйки – выраженная в направлении на 8 ч и малоконтрастная – на 3 ч. Полосы отчетливо 
выражены на дне каверны и более слабо – на ее стенках (рис. 9д).

Отдельные тонкие окрашенные волокна появляются на сглаженной кромке венца при t  = 14.9 мс. Кон-
трастность полос в центре каверны увеличивается, прозрачные просветы становятся шире, а пигменти-
рованные волокна – тоньше. На правой стенке проявляется последовательность аксиальных полос (рис. 9е). 
Максимальный диаметр каверны при t  = 14.86 мс составляет Dc = 16.5 мм. Ширина четырех наиболее 
контрастных окрашенных полос в правом нижнем квадранте составляет слева направо, мм: Dl⊥ = 0.59, 0.62, 
0.73, 0.63.

Сравнение картин течений, приведенных на рис. 5, 8, 9, показывает, что полосчатые структуры в следе 
сливающейся составной кадры в импактном режиме образуются в обоих опытах. Сохраняется и характер-
ное время развития структуры 8  < Dt < 15 мс.
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Рис 10. Структура полосчатого течения по данным рис. 9е: фигуры a, б – распределение относительной освещенно-
сти I, нормированной на максимальной значение, вдоль центральной нормали к полосам в правом нижнем квадранте 
и его пространственный спектр S.
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Из сравнения выборок, представленных на рис. 5 и 9, следует: решетка наблюдается во всем диапазоне 
параметров, соответствующих импактному режиму растекания капли. C уменьшением контактной ско-
рости и кинетической энергии капли, соответственно, геометрия структуры в начале формирования ка-
верны становится более осесимметричной. Однако площадь покрытия дна каверны высококонтрастными 
полосами при этом уменьшается.

Фотометрирование позволяет идентифицировать и контрастные полосы в центральной части структуры, 
в которой наблюдается практически полное отсутствие пигмента между окрашенными полосками, и 
в правой части на стенке каверны, где полосы могут быть “угаданы” на изображении (рис. 10).

Максимум величины S на спектре (рис. 10б) достигается при ls = 0.7 мм. Слева от максимума на графике 
виден локальный пик, соответствующий ls = 0.24 мм. Так как просветление изображения с его последу-
ющим масштабированием (аналогично рис. 6б) не позволяет надежно идентифицировать наличие волокон 
в пределах одной полосы, то данный пик может свидетельствовать о наличии тонкой структуры с харак-
терным шагом 0.24 мм.

3.5. Растекание капли со смещенным ядром

В некоторых опытах ядро достаточно правильной формы оказывается смещенным относительно гео-
метрического центра оболочки, что можно видеть на схеме и фотографии на рис. 1, 2. Выборки из видео-
фильма, иллюстрирующие распределение вещества ядра диаметром Dn = 2.7 мм разбавленного раствора 
чернил в капле внешним диаметром Ds = 3.3 мм, соприкасающейся с поверхностью воды в кювете со 
скоростью U = 300 см/с, приведены на рис. 11.

В формирующейся каверне вещества ядра и оболочки разделяются. В левой части каверны образуется 
толстый масляный слой с вкраплениями чернил на внешней и внутренней оболочках, в правой – толстый 
слой чернил, отделенный от принимающей жидкости масляной пленкой, на что указывает шероховатость 
нижней кромки на рис. 11б.

(а) t = 1.5 мс (б) t = 3.0 мс (в) t = 4.5 мс

(г) t = 7.25 мс (д) t = 16.0 мс (е) t = 22.5 мс

Рис. 11. Эволюция картины распределения вещества составной чернильно-масляной капли в боковой проекции. 
Длины маркеров – 5 мм (H  = 50 см, U  = 300 см/с, Dn = 2.7 мм, Ds = 3.3 мм, Mn = 10.31 × 10-6 кг, Ms = 7.74 × 10-6 кг, 
M  = Mn + Ms = 18.05 × 10-6 кг, Re = 165, Fr = 278, We = 825, Bo = 2.97, Oh = 0.174,  Enk,d = 81.23 мкДж, ,

, .s = 0 54n s
dEn  мкДж, 

,
, .s = 1 13s a
dEn  мкДж, RE = 48.64, REs = 0.48).
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По мере роста каверны картина распределения пигмента становится более сложной. Приповерхност-
ные пигментированные глобулы истончаются, в центре каверны на границе с окрашенным слоем про-
сматривается капля пигментированной жидкости в слое масла (рис. 11г). С вершин шипов на кромке венца 
выбрасываются отдельные довольно крупные капельки, справа включающие жидкость ядра в масляной 
оболочке, в центре – масляные.

Внешняя граница окрашенного слоя справа теряет гладкость, на ней появляются отдельные гладкие 
выступы (рис. 11д). Расщепляется и внутренняя граница. Окрашенная жидкость в масляном слое начинает 
стягиваться в компактный объем. На кромке венца появляются новые шипы, с вершин которых вылетают 
новые водно-масляные брызги.

Постепенно размеры окрашенных частей полосчатых структур уменьшаются, плотность окраски воз-
растает – пигментированная жидкость стягивается в более компактные объемы. Размеры выступов на 
внешней границе окрашенного слоя справа увеличиваются, появляются выступы и на внутренней границе 
(рис. 11е). Просветление изображения выделяет сложную и регулярную внутреннюю структуру распреде-
ления пигментированной жидкости, в которой выражены яркие петли, оконтуривающие области более 
слабо окрашенной жидкости (рис. 11д–е).

На заключительном кадре при t  = 22.5 мс тонкие волокна просматриваются внутри светлых пятен во 
всей окрашенной области течения. Ступенька в распределении пигмента у дна каверны, возможно, явля-
ется свидетельством того, что пигментированная жидкость продавилась через дно и сформировала про-
межуточный слой. Эффект перколяции при формировании первичной каверны ранее был замечен при 
слиянии однородной капли смешивающейся жидкости [33].

4. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ
Схема эволюции картины течения при слиянии составной оболочечной водно-масляной капли с водой 

приведена на рис. 12. В иллюстративных целях капля с каверной показаны в разрезе в идеализированном 
виде – с центральной симметрией, круглыми ядром и оболочкой. Центры ядра и оболочки считаются 
совпадающими (рис. 12а). Вещество ядра считается смешивающимся с принимающей жидкостью, а обо-
лочки – несмешивающимся.

(а) (б)

(в) (г)

Рис. 12. Схема слияния составной капли.
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В импактном режиме деформация поверхности начинается с момента первичного контакта. Дно об-
разующейся каверны, по которому быстро растекается формирующая венец жидкость, оказывается срав-
нительно плоским [33]. Вначале растекается жидкость оболочки, образующая масляное покрытие каверны 
и венца (рис. 12б). Затем образуется “сэндвич” – начинает растекаться ядро из смешивающейся жидкости, 
покрытое снизу и сверху масляной пленкой (рис. 12в).

Постепенно на стенке каверны возникают тонкие неоднородности. Последние преобразуются в тонкие 
струйки, которые достигают кромки венца и формируют зубцы. С выступающих на вершинах некоторых 
зубцов окончаний струек (шипов) вылетают капли, содержащие масло, воду и пигментированный раствор 
ядра капли. Сложная картина течений, индуцированных в масляной пленке градиентами коэффициента 
поверхностного натяжения и толщины, разбивает окрашенный слой на отдельные волокна (рис. 12г). Дно 
каверны приобретает “бугристый” вид с выступами под окрашенными волокнами и заостренными впадинами.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Развита методика и доработана установка ТСТ УИУ “ГФК ИПМех РАН” для изучения картины слияния 

составных капель, состоящих из сферических слоев несмешивающихся жидкостей, с водой в принимающей 
кювете. Проведена регистрация картины слияния составной капли, центральное ядро которой – разбавлен-
ный в пропорции 1:20 водный раствор синих ализариновых чернил, оболочка – рафинированное подсол-
нечное масло, в импактном режиме, когда кинетическая энергия капли превышает доступную потенциаль-
ную поверхностную энергию. Рассмотрен начальный этап формирования каверны и венца.

Впервые прослежена эволюция картины течения и визуализирован распад прослойки пигментирован-
ной жидкости ядра капли на отдельные волокна, образующие выраженные линейчатые структуры. Отме-
чено влияние лигаментов – тонких струек, текущих от области слияния жидкостей к кромке венца, на 
геометрию течения.

Симметрия течения существенно зависит от положения ядра относительно внешнего контура падающей 
капли.
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THE INITIAL STAGE OF THE COALESCENCE OF A COMPOUND DROP  
IN AN IMPACT REGIME

Yu. D. Chashechkina,*, A. Yu. Il’inykha,**, and Sh. Kh. Khaiirbekova,***
aIshlinsky Institute for Problems in Mechanics, Moscow, 119526 Russia

* E-mail: chakin@ipmnet.ru
** E-mail: ilynykh@ipmnet.ru

*** E-mail: msturistt09@gmail.com

The evolution of the regular fine structure of the colored matter distribution produced, when a freely falling 
multifluid drop spreads in deep water, is for the first time traced using the techniques of engineering photo and 
video recording. The flow pattern is studied in the initial stage of the formation of a cavity and a crown during the 
coalescence of a compound drop, whose core is a drop of alizarin ink solution coated with an oil shell. The 
distributions of the colored fluid at the cavity bottom and the crown walls include streaky structures, whose 
formation can be due to the processes of the available potential surface energy (APSE) conversion occurring when 
the contact surfaces of the merging fluids are eliminated. In the experiments the height of the falling drop was 
varied. The core position in the compound drop was not checked but was determined by separation conditions. 
The ink core disintegration into fibers was observable in all the experiments. The areas of the cavity and crown 
surfaces covered by the colored fluid reached maximum at the central position of the core.
Keywords: compound drops, experiments, cavity, crown, fiber structures
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Рассмотрена первая задача Стокса для течения неньютоновских жидкостей, эффективная вязкость 
которых изменяется в соответствии со степенным законом. Для жидкостей, механическое поведение 
которых описывается реологическими моделями Оствальда – де Ваэля и Гершеля–Балкли, с соответ-
ствующими ограничениями на показатель n степени нелинейности построены автомодельные решения. 
Показано, что для жидкости Оствальда – де Ваэля автомодельное решение существует лишь при 0 < n < 1, 
что соответствует псевдопластическому поведению. В то же время для вязкопластической жидкости 
Гершеля–Балкли автомодельное решение может быть получено только при n > 1, когда эта жидкость 
демонстрирует проявление дилатантности.
Ключевые слова: первая задача Стокса, модель Оствальда – де Ваэля, модель Гершеля–Балкли
DOI: 10.31857/S1024708424020054   EDN: RJEZXC

Среди нестационарных задач динамики вязкой несжимаемой ньютоновской жидкости с постоянным 
значением вязкости хорошо известна так называемая первая задача Стокса [1]. В этой задаче рассматри-
вается неустановившееся ламинарное течение жидкости в полупространстве, которое ограничено плас-
тиной, внезапно приведенной в своей плоскости в поступательное прямолинейное движение с постоянной 
скоростью. Такая задача допускает достаточно простое автомодельное решение [2]. Кроме самостоятель-
ного интереса при проведении моделирования соответствующих гидродинамических процессов, это ре-
шение может быть использовано для тестирования различных численных методов [3, 4].

Вместе с тем, широкий круг реальных жидкостей демонстрирует более сложное механическое поведе-
ние по сравнению с ньютоновскими жидкостями [5–7]. Вязкость таких сплошных сред изменяется в за-
висимости от скорости деформирования. В первом приближении эта зависимость, зачастую, может быть 
аппроксимирована в рамках степенного закона. Именно такой вид был принят в одних из первых и хорошо 
известных в настоящее время нелинейных реологических моделях Оствальда – де Ваэля [8, 9] и Гершеля–
Балкли [10]. Такие модели постоянно используются при рассмотрении самых различных задач гидроди-
намики [11, 12].

В данной работе получены автомодельные решения первой задачи Стокса для случая неньютоновских 
жидкостей с реологическими моделями Оствальда – де Ваэля и Гершеля–Балкли, а также проведен ана-
лиз влияния значений показателя степени нелинейного изменения эффективной вязкости в зависимости 
от скорости сдвига на возможность построения таких решений.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Рассмотрим одномерное, ламинарное течение вязкой несжимаемой неньютоновской жидкости, воз-

никающее в полупространстве, ограниченном пластиной, которая мгновенно приводится в своей плоскости 
в поступательное прямолинейное движение с постоянной скоростью U0. Введем декартову систему коор-
динат традиционным образом, сориентировав ось Ox вдоль пластины в направлении движения, а ось 
Oy – по нормали к ней. В безразмерной форме уравнение, описывающее динамику жидкости в рамках 
таких допущений, записывается следующим образом:
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где t – время; u = u(y, t) – скорость жидкости в направлении продольной оси Ox ; τxy – соответствующая 
компонента тензора напряжений; ρ – плотность жидкости; L – некоторый характерный, принимаемый 
в качестве масштабного, линейный размер области течения.

Здесь и далее безразмерные величины отмечены верхними штрихами.
Начальное условие, а также одно из граничных условий (на поверхности движущейся пластины) имеют 

вид
	 ;′ = 0t ;′ = 0u  ;′ > 0y 	 (1.2)

	 ;′ = 0y  ;′ = 1u  .′ ≥ 0t 	 (1.3)
Естественно, что (1.1) должно быть дополнено соответствующим уравнением, определяющим с учетом 

реологических особенностей жидкости зависимость касательного напряжения от скорости сдвига. В свою 
очередь это предполагает постановку наряду с (1.3) и дополнительных граничных условий.

СЛУЧАЙ ТЕЧЕНИЯ ЖИДКОСТИ ОСТВАДА – ДЕ ВАЭЛЯ
Пусть механическое поведение жидкости удовлетворяет реологической модели Оствальда – де Ваэля, 

в соответствии с которой в рамках рассматриваемой постановки задачи (1.1)–(1.3) имеем
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где µeff – эффективная вязкость; k – коэффициент консистенции; n – индекс течения.
Полагая априори, что

	 ,∂
<

∂
0

u

y

приходим к следующей безразмерной форме записи выражения (2.1) для касательного напряжения

	 ,
′∂ ′ ′t = - - ′∂ 

n

xy
u

k
y

 .-
′ =

r 2
0

n n

k
k

L U
	 (2.2)

Заметим следующее. Рассматриваемая схема течения не предполагает каких-то конкретных характерных 
размеров. В этой связи, в качестве L предлагается выбирать величину, получаемую некоторой комбинацией 
прочих физических (но не геометрических) параметров задачи. Например, принимая во внимание основные 
положения теории размерностей, в качестве характерного размера может быть принято значение
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Тогда с учетом (2.3) из (2.2) получаем, что

	 .′ = 1k 	 (2.4)
Подставляя теперь (2.2) с учетом (2.4) в (1.1), приходим к уравнению

	 .
′ ′∂ ∂ ∂ 
= - - ′ ′ ′∂ ∂ ∂ 

n
u u

t y y
	 (2.5)

Здесь в дополнение к (1.2), (1.3) должно быть поставлено еще одно граничное условие:

	 ;′ → ∞y  .′ = 0u 	 (2.6)
Введем в рассмотрение следующую безразмерную автомодельную переменную:

	 ( )( , ) ( ) .+-′ ′ ′ ′h = h = +
1

12 1 ny t y n n t 	  (2.7)
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Тогда с учетом (2.7) уравнение (2.5) сводится к обыкновенному дифференциальному уравнению отно-
сительно u´(η) следующего вида:

	 .
-′ ′ 

- h - = hh  

22

2
2 0

n
d u du

dd
	 (2.8)

При этом исходные начальное (1.2) и граничные условия (1.3), (2.6) преобразуются и записываются в 
форме
	 ;h = 0  ;′ = 1u 	 (2.9)

	 ;h → ∞  .′ = 0u 	 (2.10)
Отметим, что при n = 1 соотношения (2.8)–(2.10) приводят к постановке классической первой задачи 

Стокса для случая течения ньютоновской жидкости с постоянным значением вязкости.
Решение (2.8) с учетом условия (2.9) может быть представлено следующим образом:

	 ( )( ) ( ) .
h

- ′ h = - - x + x ∫
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2 1

0

1 1 nu n C d 	 (2.11)

Здесь С – неопределенная пока константа интегрирования, которая, принимая во внимание условие 
(2.10), должна определяться из решения уравнения

	 ( )( ) .
∞

- - x + x = ∫
1

2 1

0

1 1nn C d 	 (2.12)

Анализ (2.12) приводит к следующему заключению. В случае дилатантного поведения рассматриваемой 
жидкости (n > 1) это уравнение не имеет решения (теряет смысл), поскольку не существует конечного 
отрицательного значения константы С, при котором на всем полуинтервале [0, ∞) интегрирования осно-
вание степени в квадратных скобках оставалось бы положительным. Иначе говоря, полученное автомо-
дельное решение (2.11) может быть отнесено только к случаю жидкости с псевдопластическим поведением, 
когда 0 < n < 1.

В общем случае определить из (2.12) константу интегрирования аналитически представляется затруд-
нительным за исключением некоторых частных значений параметра n. Так, при n = 0.5 имеем С = π2/3. 
В этой связи решение уравнения (2.12) проводили численно.

В качестве иллюстрации на рис. 1 представлена полу-
ченная зависимость значений константы интегрирования 
С от показателя степени n в реологической модели Ост-
вальда – де Ваэля. Из рассмотрения этого графика сле-
дует, что функция C(n) на диапазоне 0.1 < n < 1 наиболее 
часто встречающихся на практике значений параметра n 
не является монотонной, достигая в некоторой точке 
n ≈ 0.271 экстремума типа минимум. При этом значению 
n = 1 соответствует вертикальная асимптота.

СЛУЧАЙ ТЕЧЕНИЯ ЖИДКОСТИ 
ГЕРШЕЛЯ – БАЛКЛИ

Пусть механическое поведение среды удовлетворяет 
реологической модели вязкопластической жидкости Гер-
шеля–Балкли.

Особенность механического поведения такой вязко-
пластической жидкости применительно к рассматрива-
емой задаче предполагает, вообще говоря, разбиение 
исходной области на две зоны. В окрестности движущейся 
пластины будет располагаться зона сдвигового течения, 

10‒2 10‒1 100
100

102

101

C

n

Рис. 1. Зависимость константы интегрирова-
ния C в автомодельном решении (2.11) от пока-
зателя степени n в реологической модели для 
жидкости Оствальда – де Ваэля, которая демон-
стрирует псевдопластическое поведение.
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в которой касательное напряжение по модулю превышает предел текучести τp. Вторая зона характеризуется 
тем, что жидкость в ней остается неподвижной.

Априори можно полагать, что граница раздела этих зон представляет собой параллельную пластине 
плоскость, которая перемещается в пространстве, удаляясь от пластины, в направлении оси Oy. При этом 
координата этой границы раздела представляет собой неизвестную заранее функцию времени yp = yp(t).

В безразмерной форме записи с учетом допущений и обозначений предыдущего раздела в зоне сдви-
гового течения выражение для касательного напряжения согласно модели Гершеля–Балкли может быть 
представлено следующим образом:

	 ;
′∂ ′ ′ ′t = -t - - ′∂ 

n

xy p
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k
y
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t

′t =
r 2
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Тогда с учетом (2.4), (3.1) вновь приходим из (1.1) к уравнению вида (2.5).
Учитывая наличие границы раздела между застойной зоной и зоной сдвигового течения, в дополнение 

к (1.3) здесь должны быть поставлены следующие условия:

	 ;′ ′= py y  ;′ = 0u  .
′∂
=

′∂
0

u

y
	  (3.2)

Последнее граничное условие в (3.2) означает, что касательное напряжение на границе раздела зон по 
модулю принимает значение предела текучести.

Вводя теперь в рассмотрение автомодельную переменную (2.7), вновь приходим к обыкновенному 
дифференциальному уравнению вида (2.8).

При этом исходные начальное (1.2) и граничные условия (1.3), (3.2) преобразуются и записываются в 
форме
	 ;h = 0  ;′ = 1u 	 (3.3)

	 ;h = h p  ;′ = 0u  .
′
=

h
0

du

d
	 (3.4)

Здесь принято обозначение
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Отметим, что начальное условие (1.2), которое сводится к виду (2.10), выполняется в точности, по-
скольку в застойной зоне при ηp < η < ∞ заведомо имеем u′= 0.

Решение уравнения (2.8) для распределения скорости в зоне сдвигового течения описывается соотно-
шением вида

	 ( )( ) ( ) .
h

- ′ h = - - h - x x ∫
1

2 2 1

0

1 1 n
pu n d 	 (3.6)

Анализируя выражение (3.6), можно видеть, что в случае 0 < n < 1 не представляется возможным удо-
влетворить краевым условиям (3.3), (3.4). В этой связи построение автомодельного решения для рассмат-
риваемой задачи возможно лишь в случае n > 1, когда жидкость Гершеля–Балкли демонстрирует дила-
тантное поведение.

В (3.6) значение ηp автомодельной переменной на границе раздела зоны сдвигового течения и застойной 
зоны, находится с учетом условия (3.3) в зависимости от значения параметра n из решения следующего 
уравнения:

	 ( )( ) .
h

- - h - x x = ∫
1

2 2 1

0

1 1
p

n
pn d 	 (3.7)

Определить аналитически значение ηp из решения (3.7) получается лишь для некоторых частных зна-
чений индекса течения. Например, при n = 1.5 имеем точное значение ηp = (7.5)0.2. Для произвольного же 

ИЗВЕСТИЯ РАН. МЕХАНИКА ЖИДКОСТИ И ГАЗА  № 2  2024

	 АВТОМОДЕЛЬНОЕ РЕШЕНИЕ ПЕРВОЙ ЗАДАЧИ СТОКСА ДЛЯ НЕНЬЮТОНОВСКИХ ЖИДКОСТЕЙ... � 55



значения индекса течения найти ηp аналитически представ-
ляется затруднительным.

В этой связи решение уравнения (3.7) проводили чис-
ленно. Результаты такого решения представлены на рис. 2 
в виде графика зависимости ηp от n. Заметим, что при 
n ≈ 7.199 график функции ηp(n) имеет экстремум типа ми-
нимум. При этом значению n = 1 соответствует вертикаль-
ная асимптота.

Определившись с решением ηp(n) уравнения (3.7), из 
(3.5) приходим к выражению

( ) ( ) ( ) ,1 2 1n
p py t n n n t+′ ′ ′= h +

которое описывает кинематику границы раздела между 
зоной сдвигового течения жидкости и застойной (непо-
движной) зоной.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Проведено построение автомодельного решения в рам-

ках постановки первой задачи Стокса для случая ламинар-
ного течения неньютоновской жидкости, эффективная 
вязкость которой в зависимости от скорости сдвига описывается степенным законом.

Рассмотрены две хорошо известные реологические модели такого типа. Применительно к модели Ос-
твальда – де Ваэля показано, что полученное автомодельное решение для распределения скорости рас-
пространяется только на случай, когда жидкость демонстрирует псевдопластическое поведение (0 < n < 1).

Что же касается модели жидкости Гершеля–Балкли, то здесь, наоборот, автомодельное решение для 
распределения скорости может быть получено лишь для случая, когда жидкость проявляет свойство ди-
латантности (n > 1).
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Рис. 2. Зависимость значения ηp автомодельной 
переменной, которая определяет положение гра-
ницы раздела между зоной сдвигового течения 
и застойной зоной для жидкости Гершеля–Бал-
кли, от показателя степени n.
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SELF-SIMILAR SOLUTION OF THE FIRST STOKES PROBLEM  
FOR NON-NEWTONIAN FLUIDS WITH POWER-LAW VISCOSITY

V. N. Kolodezhnov*
Military Education and Science Center of the Air Forces "Prof. Zhukovski and Gagarin Air Force Academy", 

Voronezh, 394064 Russia
*е-mail: kvn117@mail.ru

The first Stokes problem is considered for flows of non-Newtonian fluids with effective viscosity varying in 
accordance with the power law. Self-similar solutions are constructed for the fluids, whose mechanical behavior 
is described by the Ostwald – de Waele and Herschel–Bulkley rheological models with the corresponding 
restrictions on the nonlinearity degree exponent n. It is shown that for the Ostwald – de Waele fluid self-similar 
solutions exist only for 0 < n < 1, which corresponds to the pseudoplastic behavior. At the same time, self-similar 
solutions for the Herschel–Bulkley fluid can be obtained only at n > 1, when this fluid exhibits the properties of 
dilatancy.
Keywords: first Stokes problem, Ostwald – de Waele model, Herschel–Bulkley model
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В линейном приближении для двумерной нестационарной задачи исследовано поведение волнового 
движения, возникающего в идеальной несжимаемой однородной жидкости при включении периоди-
ческих донных возмущений. В невозмущенном состоянии скорости двухслойного потока жидкости 
в каждом слое являются линейными функциями вертикальной координаты с различными градиентами 
и совпадают на границе слоев. Верхняя граница жидкости может быть либо свободной, либо ограничена 
твердой крышкой. Определены дисперсионные зависимости и групповые скорости возникающих вол-
новых мод. Вычислены вертикальные смещения свободной поверхности и границы раздела слоев. 
Выполнено сопоставление с решением для однослойной жидкости.
Ключевые слова: поверхностная волна, донное возмущение, фоновое сдвиговое течение, дисперсионная 
зависимость
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Генерация волнового движения в жидкости, вызванного включением периодических возмущений 
(поверхностных, погруженных или придонных) уже давно привлекает внимание исследователей. Наи-
большее число результатов получено в рамках линейной модели для изначально покоящейся жидкости. 
Решение различных двумерных и трехмерных задач представлено в работах [1–3]. Влияние сдвиговых 
фоновых течений на генерацию вынужденных волновых движений интенсивно изучается в последние 
десятилетия в связи с большой практической важностью [4]. Известно, что в природе сдвиговые течения 
жидкости обладают большим разнообразием. Однако в настоящее время не существует аналитических 
методов решения задачи о генерации волновых движений для общего случая сдвигового потока. Одним 
из приближенных методов является замена реального профиля скорости фонового потока его кусочно-
линейной аппроксимацией с условием непрерывности скорости на границе слоев. Сходимость такого 
приближения к точному решению при N → ∞ (N – число слоев) доказана в исследовании [5]. Наличие 
в жидкости N  – 1 тангенциальных разрывов скорости объясняет появление пропорционального количества 
волновых мод, дисперсионные свойства которых определяются как корни полинома соответствующей 
степени. Устойчивость волнового движения в такой многослойной жидкости имеет место только при 
отсутствии комплексных корней этого полинома [6].

В данной работе в линейном приближении и двумерной постановке исследовано развитие волнового дви-
жения, возникающего в двухслойной жидкости под действием малых периодических колебаний участка дна 
бассейна. В каждом слое горизонтальная скорость основного потока линейно меняется с глубиной и непрерывна 
на границе раздела слоев. Верхняя граница жидкости является либо свободной поверхностью, либо твердой 
крышкой. Выполнено сопоставление с решением для однослойного потока с линейным профилем скорости.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Рассматривается плоский безграничный в горизонтальном направлении поток однородной невязкой 

несжимаемой жидкости постоянной глубины H, состоящей из двух слоев (рис. 1а).
В невозмущенном состоянии свободная поверхность жидкости и граница раздела слоев горизонтальны, 

скорости жидкости в каждом из слоев являются линейными функциями вертикальной координаты и 
совпадают на границе раздела. Система декартовых координат x, y введена так, что горизонтальная ось x 



совпадает с невозмущенной границей раздела между 
слоями, и ось y направлена вертикально вверх. Тол-
щины верхнего и нижнего слоев равны соответственно 
H1 и H2, и полная глубина жидкости составляет 
H = H1 + H2. Скорость потока в верхнем слое равна 
U1(y) = by + V1, а в нижнем слое – U2(y) = cy + V1 где b и 
c – постоянные вертикальные градиенты скорости 
в слоях; V1 – скорость потока на границе раздела слоев. 
На верхней границе жидкости скорость потока равна 
V0 = V1 + bH1, а на дне – V2 = V1 – cH2. Предполагается, 
что значения V0, V1, V2 неотрицательны.

Наряду с двухслойным потоком будет рассмотрен 
частный случай однослойного сдвигового потока, в 
котором горизонтальная скорость равна U(y) = by + V0  
(рис. 1б).

Исследуем процесс развития волновых движений в жидкости, возникающих при включении в началь-
ный момент времени t  = 0 периодического источника донных колебаний. Движение жидкости в каждом 
из слоев описывается линеаризованными уравнениями Эйлера

	
( )

= 0,

div = 0 =1, 2 ,

j j
j j j

j

dV p
V v v

t dy
v j

∇∂ + ∇ + + ∂ r  	 (1.1)

где Vj = (Uj(y), 0) – вектор скорости основного потока в верхнем (  j = 1) и нижнем (  j = 2) слоях; vj = (uj,vj) – 
возникающие возмущения скорости жидкости, которые предполагаются малыми; pj – динамические 
добавки давления; r – плотность жидкости.

На верхней границе жидкости рассмотрим два типа граничных условий: свободная поверхность и 
твердая крышка. Для свободной поверхности, вертикальное смещение которой описывается функцией 
h(x,t), кинематическое и динамическое условия имеют вид

	 ( )∂h ∂h
+ rh

∂ ∂0 1 1 1= , = = ,V v g p y H
t x

	 (1.2)

где g – ускорение свободного падения. Динамическое условие представляет собой линеаризованное условие 
равенства нулю давления на свободной поверхности [2, 3, 6].

В случае твердой крышки граничное условие имеет вид

	 ( )1 1= 0 = .v y H 	 (1.3)

На границе раздела слоев выполняются условия непрерывности вертикальной скорости и давления

	 ( )1 2 1 2= , = = 0 .v v p p y 	 (1.4)

Вертикальное смещение границы раздела слоев описывается функцией z(x,t) и определяется из кине-
матического условия

	 ( )∂z ∂z
+

∂ ∂1 1= = 0 .V v y
t x

	 (1.5)

Малые периодические колебания участка дна бассейна происходят с вертикальной скоростью

	 ( ) ( ) ( )sin2 2= ,v x t y Ha s - 	 (1.6)

где безразмерная функция f(x) → 0 при | x | → ∞, а постоянные величины a и s характеризуют соответственно 
амплитуду и частоту колебаний вертикальной скорости.

Начальные условия означают отсутствие волновых движений вплоть до момента t  = 0:

	 ( ) ( ) ( ) ( )h z, ,0 = , ,0 = ,0 = ,0 = 0.j ju x y v x y x x 	 (1.7)

H1 U1(y)

U2(y)
U(y)

y y x

x
0

0

H2 H

(а) (б)

Рис. 1. Схема течения в невозмущенном состоянии: 
а – двухслойная жидкость; б – однослойная жидкость.
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2. МЕТОД РЕШЕНИЯ
Известно, что в двумерном случае при наличии линейного сдвига продольной скорости основного 

течения компоненты волнового движения можно представить в виде [7]

	 ( ) ( ) ( ) ( ), , = , , , = = 1, 2 ,j j
j j ju x y t U y v x y t j

x y

∂j ∂j
+

∂ ∂

где функции jj(x, y, t) удовлетворяют уравнению Лапласа

	 2 2 2 2/ / = 0.j jx y∂ j ∂ + ∂ j ∂ 	 (2.1)

Для решения начально-краевых задач, сформулированных в п. 1, используем преобразования Фурье и 
Лапласа в виде

	 ( ) ( )
0

, , = , , .st ikx
j jk y s e x y t e dxdt

∞ ∞- -
-∞

j j∫ ∫ 	 (2.2)

Аналогичные преобразования вводятся и для остальных искомых функций.
Функции j ( , , )j k y s  после преобразования Фурье уравнения Лапласа (2.1) удовлетворяют уравнению

	 ∂ j ∂ - j2 2 2/ = 0.j jy k

Далее рассмотрим отдельно решения для двухслойной жидкости со свободной поверхностью (п. 2.1) и 
под твердой крышкой (п. 2.2). Решение для однослойной жидкости изложено в п. 2.3.

2.1. Двухслойная жидкость со свободной поверхностью

Решения для функций j1( , , )k y s  и j2( , , )k y s  ищем в виде

	 ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1= sh ch 0 ,C k H y D k H y y Hj  -  +  -  ≤ ≤    	 (2.3)

	 ( ) ( ) ( )2 2 2 2= sh ch 0 ,C k y D k y H yj + - ≤ ≤

где функции ( , ), ( , ) ( = 1,2)j jC k s D k s j  являются неизвестными.
Функции h( , ), ( , ), ( , ) ( = 1,2)j jk s C k s D k s j  определяются из системы пяти линейных алгебраических 

уравнений, вытекающих из граничных условий (1.2), (1.4) и (1.6):

	 ( )+ h +0 1 = 0,s ikV k C   ( )h + g + +1 0 1 = 0,g i bC s ikV D   ( ) ( )1 1 1 1 2ch sh = 0,C k H D k H C+ +

	
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

1 1 1 1 2 1 2

sh ch

ch sh = 0,

C s ikV k H i b k H

D s ikV k H i b k H i cC s ikV D

 + + g + 
 + + + g + g - +  	 (2.4)

	 ( ) ( ) ( )2 2 2 2ch sh = , ,C k H D k H k s- L

где

	
2 2

( )
= , ( , ) = , ( ) = ( ) .

( )
ikxa f k

sgnk k s f k f x e dx
k s

∞ -
-∞

s
g L

+ s ∫


 	 (2.5)

Решение системы уравнений (2.4) для функции h( , )k s  имеет вид

	
( )

( )( )( ) ( ) ( )
( ) ( , )

2
21 2

1 0 1 2 0 12 2
= , = , = .

ch

a f k s s
k ik V V k k V V

k H s P k s

s + l + l
h l + l -

+ s



	 (2.6)

Здесь P(k,s) – полином третьей степени относительно s:

	 ( ) + + +3 2
1 2 3, = ,P k s s ia s a s ia 	 (2.7)

где
	 ( ) ( ) g + - - 1 0 1 1 2= 2 ,a k k V V br cr 	 (2.8)
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	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )2 1 0 0 1 2 1 0 3= th 2 2 ,a k k k H g b V V V br cr k V V b c b r   + - + + - + - -    	 (2.9)

	 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ){ }2
3 1 0 1 0 0 1 1 2 0 3= th ,a k k k k H gV bV V V V k V br cr c b g bV r g + - - - - - - +  	 (2.10)

	
( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )
( )

1 2
1

1 2
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sh ch
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ch

ch sh
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ch

k H k H
r k

k H

k H k H
r k

k H

	 ( ) ( ) ( )
( )
1 2

3

sh sh
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ch

k H k H
r k

k H

Используем в формуле (2.6) следующее представление для дроби:

	
( )

( )( ) ( , )

2 5
1 2

2 2
=1

= ,n

nn

ks s

s s ks P k s

a+ l + l
-+ s

∑ 	 (2.11)

где ( )( = 1,3)ns k n  – корни уравнения ± s4,5( , ) = 0, =P k s s i , а функции an(k) определяются из решения 
системы пяти линейных алгебраических уравнений, получающихся из равенства коэффициентов при 
степенях ( = 0,4)js j  в числителях левой части уравнения (2.11) и его правой части после суммирования.

После выполнения обратных преобразований Лапласа и Фурье решение для вертикального смещения 
свободной поверхности имеет вид

	 ( ) ( )
( ) ( ) ( )cos sin1 10

, = , , ,
ch

f ka
x t A k t kx B k t kx dk

k H

∞s
h -  p ∫



	 (2.12)

где A1(k,t) и B1(k,t) — соответственно вещественная и мнимая части суммы .a∑5 ( )

=1
( )

s k tn
nn

k e  При выводе 
(2.12) использовано свойство функций ( ) ( = 1,3)ns k n  и ,a ( ) ( = 1,5)n k n  заключающееся в том, что их 
значения при k  > 0 и k  < 0 являются комплексно-сопряженными.

Функция z( , )k s  определяется с использованием соотношения (1.5) и решений для функций 
1 1( , ), ( , )C k s D k s  из системы уравнений (2.4):
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( ) ( , )

2
1 1 2

2 2

ch
= ,

a f k k H s s

ch k H s P k s

s + m + m
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 	 (2.13)

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2 2
1 0 1 2 0 1 0= 2 th , = th .k i kV b k H k k g bV k H k V m - g m + - 

Аналогично (2.12) решение для вертикального смещения границы раздела слоев имеет вид

	 ( )
( ) ( )

( ) ( )cos sin1
2 20

ch
, = ( , ) , ,

ch

f k k Ha
x t A k t kx B k t kx dk

k H

∞s
z -  p ∫



	 (2.14)

где A2(k,t) и B2(k,t) – соответственно вещественная и мнимая части суммы .b∑5 ( )

=1
( )

s k tn
nn

k e  Функции 
b ( )n k  определяются согласно (2.13) из равенства

	
( )

( )( ) ( , )

2 5
1 2

2 2
=1

= .n

nn

ks s

s s ks P k s

b+ m + m
-+ s

∑

2.2. Двухслойная жидкость под твердой крышкой

В этом случае система уравнений (1.1) решается с учетом граничных условий (1.3), (1.4), (1.6) и началь-
ных условий (1.7). После введения преобразований Фурье и Лапласа (2.2) для определения неизвестных 
функций ( , ), ( , ) ( = 1,2)j jC k s D k s j  в (2.3) получаем систему уравнений аналогичную (2.4), в которой 
первые два уравнения заменены тождеством C1 ≡ 0. Из оставшихся трех уравнений определяется функция 
D1(k,s), и решение для функции z( , )k s  получим в виде
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	 ( ) ( )
( ) ( )( )

1

2 2
1

sh
= ,

sh

a f k k H

k H s s s

s
z

- + s



	 (2.15)

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )
1 2

1 4 1 4

sh sh
= , = .

sh

k H k H
s k i c b r k V r k

k H
g  - -  

После выполнения обратных преобразований Лапласа и Фурье решение для вертикального смещения 
границы раздела в жидкости под твердой крышкой имеет вид

	 ( ) ( )
( ) ( ) ( )cos sin1

3 30

( )sh
, = , , ,

sh

f k k Ha
x t A k t kx B k t kx dk

k H

∞s
z -  p ∫



	 (2.16)

где A3(k,t) и B3(k,t) – соответственно вещественная и мнимая части суммы .n∑3 ( )

=1
( )

s k tn
nn

k e  Функции 
n ( )n k  определяются согласно (2.15) из равенства

	
n

± s
-- + s

∑
3

2,32 2
=11

( )1
= , = .

( )( )( )
n

nn

k
s i

s s ks s s
	 (2.17)

Решение данной задачи для стратифицированной двухслойной жидкости, в которой к различным 
градиентам скорости основного потока в слоях добавлены и различные плотности, изложено в работе [8] 
и повторено в исследовании [3, гл. 9].

2.3. Однослойная жидкость

Аналогично (1.1) линеаризованные уравнения Эйлера в этом случае имеют вид

	 = 0, div = 0,
dV p

V v v v
t dy

∂ ∇ + ∇ + + ∂ r 

где ,= ( ( ),0)V U y  ,+ 0( ) =U y by V  ,= ( , )v u v  p – динамический добавок давления. Система координат 
показана на рис. 1б.

Для свободной поверхности жидкости h( , )x t  граничные условия аналогично (1.2) имеют вид

	 ( )∂h ∂h
+ rh

∂ ∂0 = , = = 0 .V v g p y
t x

	 (2.18)

На дне выполняется условие, аналогичное (1.6):

	 ( ) ( ) ( )sin = .v x t y Ha s - 	 (2.19)

Вертикальные смещения жидкости на горизонте - 1 1= ( < )y H H H  определяются функцией z( , )x t  из 
условия

	 ( ) ( )∂z ∂z
+ -

∂ ∂ 1= = .U y v y H
t x

	 (2.20)

Начальные условия аналогичны (1.7).
Компоненты волнового движения представим в виде

	 ( ) ( ) ( ), , = , , , = ,u x y t U y v x y t
x y

∂j ∂j
+
∂ ∂

где функция ( , , )x y tj  удовлетворяет уравнению Лапласа аналогично (2.1).
После введения преобразований Фурье и Лапласа аналогично (2.2) решение для функции j( , , )k y s  

ищем в виде
	 ( ) ( ) ( ), , = sh ch ,k y s C k y D k yj +

где функции ( , ), ( , )C k s D k s  являются неизвестными. Для определения функций h( , ), ( , ), ( , )k s C k s D k s  из 
граничных условий (2.18), (2.19) получим систему трех линейных алгебраических уравнений
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	 ( )+ h -0 = 0,s ikV k C     ( )h - g + + 0 = 0,g i bC s ikV D 	 (2.21)

	 ( ) ( ) ( )ch sh = , ,C k H D k H k s- L

где использованы обозначения (2.5).
Решение этой системы для функции h( , )k s  имеет вид

	
( )( )

( ) ( ) ( , )
0

2 2
= ,

ch

a f k s ikV

k H s Q k s

s +
h

+ s



	 (2.22)

где ( , )Q k s  – полином второй степени относительно s:

	 ( ) ( ) ( ) ( )2 2
0 0 0, = 2 th th .Q k s s i k V b k H s k g bV k H k V  + g - + + -   

Функция z( , )k s  определяется из условия (2.20) и решения для функций ( , ), ( , )C k s D k s  из системы 
уравнений (2.21):

	
( ) ( )

( )( ) ( )
( )

( )

2
1 1 2

2 2
1

ch
= ,

ch ,

a f k k H s s

k H s ikV s Q k s

s + t + t
z

+ + s



	 (2.23)

где

	 [ ] 2
1 0 1 2 0 1 0( ) = 2| | th(| | ) , ( ) = | | [( )th(| | ) | | ].k i k V b k H k k g bV k H k Vt g - t + -

После выполнения обратных преобразований Лапласа и Фурье решение для вертикального смещения 
свободной поверхности получим в виде

	 ( ) ( )
( ) ( ) ( )cos sin4 40

, = , , ,
ch

f ka
x t A k t kx B k t kx dk

k H

∞s
h  -  p ∫



	 (2.24)

где A4(k,t) и B4(k,t) – соответственно вещественная и мнимая части суммы ,c∑4 ( )

=1
( )

s k tn
nn

k e  1,2( )s k  – корни 
квадратного уравнения ,( , ) = 0Q k s  .± s3,4 =s i  Функции c ( = 1,4)n n  определяются согласно (2.22) из 
равенства
	 ( )

( )( ) ( , )

4
0

2 2
=1

= .n

nn

s ikV k

s s ks Q k s

+ c
-+ s

∑

Вертикальные смещения жидкости на горизонте - 1=y H  имеют вид

	 ( ) ( ) ( )
( ) ( )cos sin1

5 50

ch
, = , ( , ) ,

ch

f k k Ha
x t A k t kx B k t kx dk

k H

∞s
z  -  p ∫



	 (2.25)

где A5(k,t) и B5(k,t) соответственно вещественная и мнимая части суммы ,q∑5 ( )

=1
( )

s k tn
nn

k e  .-5 1=s ikV  
Функции q ( = 1,5)n n  определяются согласно (2.23) из равенства

	 ( )
( )( )( ) ( , )

2 5
1 2

2 2
=11

= .n

nn

ks s

s s ks ikV s Q k s

q+ t + t
-+ + s

∑

Решение для однослойной жидкости в случае твердой крышки на верхней границе можно получить из 
решения (2.16) при c = b. При V1 = 0 волновое движение в такой жидкости отсутствует, так как в этом слу-
чае в (2.17) 2

1 1 2 3 1= 0, = , = = /2s -n s n n -n  и функции A3 и B3 равны соответственно A3 = [1 – cos(st)]/s2, 
B3 = 0. 

3. ДИСПЕРСИОННЫЕ СООТНОШЕНИЯ
Исследуем дисперсионные свойства волн, возникающих в рассмотренных случаях. Дисперсионное 

соотношение устанавливает для каждой волны зависимость ее частоты w от волнового числа k.
Для случая двухслойной жидкости со свободной поверхностью используем уравнение P(k,s) = 0, где 

функция P(k,s) дана в формуле (2.7). Вводя замену w = is, получим полином для определения дисперсион-
ных соотношений каждой из трех волновых мод:
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	 w - w - w +3 2
1 2 3( ) ( ) ( ) = 0,a k a k a k 	 (3.1)

где значения ( ) ( = 1,3)na k n  даны в (2.8)–(2.10). Легко видеть, что для каждой из трех волн выполняется 
равенство .w -w -( ) = ( )n nk k

Групповая скорость каждой волновой моды равна .( ) = /n
g nc d dkw  Используя вырадение (3.1), получим

	 ( ) ′ ′ ′w + w -

w - w -

2
1 2 3

2
1 2

= ,
3 2

n n n
g

n n

a a a
c

a a
	 (3.2)

где штрих означает дифференцирование по k.

Известно, что для кубического уравнения с вещественными коэффициентами возможно существование 
двух сопряженных комплексных корня. Для уравнения (3.1) это возможно при условии, если значение Z 
положительное, где

	 ( ) ( )+3 2
= 3 2 ,Z r q   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

32
11

2 3 1 2
( ) 1

= ( ) , = 2 .
3 3 3

a ka k
r k a k q k a k a k a k

   
- + - -   
    

	 (3.3)

Устойчивость волнового движения для трехслойной жидкости исследована в работе [6]. Как указано 
в труде [9], альтернативным методом определения устойчивости волнового движения является решение 
начальной задачи. Для неустойчивого потока полученное решение будет корректно описывать волновое 
движение только в течение некоторого начального отрезка времени, когда амплитуда волн достаточно 
мала и нелинейные эффекты можно не учитывать. Дальнейшее развитие волнового движения следует 
рассматривать с использованием нелинейных уравнений и граничных условий.

В двухслойной жидкости под твердой крышкой существует только одна волновая мода, дисперсионная 
зависимость которой согласно (2.15) имеет вид

	 ( ) ( )w - g -1 4= .kV c b r k 	 (3.4)

Групповая скорость этой волны при k = 0 равна 1 1 2= ( ) /gc V c b H H H- -  и → 1gc V  при .→ ∞k

В частном случае однослойной жидкости с линейным сдвиговым потоком под свободной поверхностью 
дисперсионные зависимости для двух существующих волновых мод приведены, например, в работе [7], а 
с учетом поверхностного натяжения – в работе [10]:

	 ( ) ( ) ( )
2

1,2 0= th th th .
2 4

b b
kU k H g k k H k H

 g
w - ± +  

 
	 (3.5)

Подкоренное выражение в (3.5) всегда неотрицательно, следовательно, в этом случае сдвиговое течение 
всегда устойчиво.

4. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННЫХ РАСЧЕТОВ
Значения исходных параметров частично заимствованы из работы [7]:

	 1 2
1 2= 0.3 м, = 0.7 м, =1 м, = 2 , = 9.81 м/c .H H H c g-s p

Для донных возмущений в выражении (1.6) использована функция exp ,- 2( ) = ( )f x dx  где .2
1 = 0.1dH

Выбраны два примера распределения скорости основного потока в двухслойной жидкости: 
0 1 2( , , ) = (0.5,0.75,0.2)V V V  (случай 1) и 0 1 2( , , )V V V   = (0.5,0.2,2)  (случай 2), где .1= / ( = 0, 1, 2)j jV V gH j  

Проверка на устойчивость этих профилей скорости по критерию, изложенному в п. 3, показала, что они 
устойчивы.

Интересно отметить, что в обоих случаях при фиксированных значениях V0, V1 и изменении V2 не уда-
лось обнаружить неустойчивых режимов. Однако при фиксированных значениях V1 и V2 имеются огра-
ничения на скорость V0. Границы устойчивости на плоскости 0( , )V k , где 1=k kH , можно определить, 
используя нулевую изолинию функции Z в (3.3). На рис. 2 показаны нулевые изолинии функции Z для 
случаев 1 и 2 соответственно кривыми 1, 2. Согласно рис. 2, неустойчивыми являются режимы при 0 > 1.4V  
и 0 > 1.0V  соответственно в первом и втором случаях.
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На рис. 3 представлены в безразмерном виде диспер-
сионные зависимости 1= /n n H gw w  (рис. 3а, в) и груп-
повые скорости ( ) ( )

1= /n n
g gc c gH  (рис. 3б, г) соответ-

ственно для случаев 1 (рис. 3а, б) и 2 (рис. 3в, г).
Кривые 1–3 показывают значения для характеристик 

трех волн, возникающих в двухслойной жидкости, ко-
торые определяются как корни полинома (3.1). Нумера-
ция корней полинома производится по убыванию их 
вещественной части. Групповая скорость каждой волны 
определяется соотношением (3.2).

Кривая 4 показывает дисперсионную зависимость и 
групповую скорость единственной волновой моды, кото-
рая имеет место в двухслойной жидкости под твердой 
крышкой согласно формуле (3.4). Как видно из рис. 3, эта 
волновая мода по своим характеристикам практически 
полностью совпадает со второй модой для случая двух-
слойной жидкости под свободной поверхностью. Причем с ростом волнового числа k групповые скорости 
в случае 1 первой и второй мод, а в случае 2 – второй и третьей мод становятся очень близки.

543210 k‾

V0

1

2

0.5

1

1.5

2

3

2.5

Рис. 2. Области неустойчивых значений волновых 
чисел в зависимости от скорости сдвигового потока 
V0: 1, 2 – случаи 1 и 2.
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Рис. 3. Дисперсионные зависимости w ( )n k  (а, в) и групповые скорости ( )( )n
gc k  (б, г): кривые 1–3 соответствуют 

номеру моды для случая 1 (а, б) и случая 2 (в, г). Кривые 4 показывают дисперсионную зависимость и групповую 
скорость единственной волновой моды в рассмотренных случаях для двухслойной жидкости под твердой крышкой.
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Рис. 4. Возвышения свободной поверхности (а, б) и границы раздела слоев (в–е) при t  = 12 c для случая 1 (а, в, д) и 
случая 2 (б, г, е) при наличии свободной поверхности (а–г) и твердой крышки (д, е). Вертикальные стрелки указывают 
положения волновых фронтов для различных мод.
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Возвышения свободной поверхности h( , )x t  и поверхности раздела слоев z( , )x t  для момента t  = 12 c 
определены в результате численного интегрирования формул (2.12), (2.14) и представлены на рис. 4а, в 
и рис. 4б, г соответственно для случаев 1 и 2. Использованы следующие безразмерные переменные: 

1 1( , ) = ( , ) / / , = / .g H a x x Hh z h z  
Зависимости групповой скорости волновых мод от волнового числа позволяют определить границы 

фронтов возбуждаемых волн (подробнее см. [7]). Скорость распространения длинноволновых возмущений 
определяется значением .( )(0)n

gc  Эти возмущения являются затухающими. В рассматриваемой задаче пе-
риодические донные колебания происходят с частотой s.

Для каждой волновой моды нужно определить значение kn такое, что ,w s( ) =n nk  и тогда скорость 
волнового фронта незатухающих колебаний заданной частоты равна .( )( )n

g nc k  На рис. 4а–г вертикальными 
стрелками показаны координаты волновых фронтов. Для случая 1 на рис. 4а, в использованы значения 

.(1) (3) (1)
1 1(0)=2.36, (0)= 1.33, =0.585, ( )=1.36g g gc c k c k-   Для заданного момента времени t  = 12 c (в безраз

мерных переменных 1= / 6862t t g H = ) координаты волновых фронтов равны: (1)
0 = (0) 162.3,gX t c+ =   

(3)
0 = (0) = 91.01,gX t c- -  .(1)

1 1= ( ) 9345gX t c k =

Для случая 2 (рис. 4б, г) (1) (3)
1(0) = 2.98, (0) = 1.15, = 0.599,g gc c k-    (1)

1 0( ) = 0.915, 4.6,gc k X +   0 = 78.78,X - -  
.1 6277X =  В обоих случаях волны с частотой донных пульсаций распространяются только вниз по потоку, 

т.е. при x  > 0. Максимальные возвышения как свободной поверхности, так и поверхности раздела возни-
кают в случае 2.

На рис. 4д, е представлены возвышения границы раздела соответственно для случаев 1 и 2 при наличии 
твердой крышки, полученные в результате численного интегрирования (2.16). Скорость распространения 
длинноволновых возмущений единственно возможной моды значительно меньше, чем при наличии сво-
бодной поверхности (ср. рис. 3б, г), поэтому для рассматриваемого момента еще не сформировались за-
метные волновые возмущения, которые бы позволили оценить границы волнового фронта.

Сравнение дисперсионных зависимостей и групповых скоростей для двухслойной и однослойной 
жидкости представлено соответственно на рис. 5а, б. Кривые 1 показывают зависимости для первой и 
третьей мод в случае 1 для двухслойной жидкости (сравним рис. 3а, б). 

Рассмотрено два варианта однослойной жидкости, которые назовем случаями 3 и 4. В случае 3 для всей 
толщины жидкости используется градиент скорости верхнего слоя случая 1 так, что значения скорости 
основного потока на различных горизонтах равны .0 1 2( , , ) = (0.5,0.75,1.33)V V V  Кривые 2 соответствуют 
двум модам такой однослойной жидкости. В случае 4 сохраняется градиент скорости нижнего слоя из 
случая 1 и значения скорости на различных горизонтах равны .0 1 2( , , ) = (0.986,0.75,0.2)V V V  Кривые 3 со-
ответствуют двум модам этой однослойной жидкости. Практическое совпадение кривых 1 и 2 для диспер-
сионных зависимостей и групповых скоростей свидетельствует о том, что волновые свойства двухслойной 
жидкости определяются в основном поведением основного потока вблизи свободной поверхности.
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Рис. 5. Дисперсионные зависимости w ( )n k  (а) и групповые скорости ( )( )n
gc k (б): 1 – n  = 1 и n  = 3 для двухслойной 

жидкости в случае 1; 2 и 3 – моды n  = 1 и n  = 2 для однослойной жидкости в случаях 3 и 4 соответственно.
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Рис. 6. Вертикальные смещения свободной поверхности (а, в, д, ж) и на горизонте y  = -H1 (б, г, е, з) при t  = 12 c для 
однослойной жидкости соответственно случаи 3–6. Вертикальные стрелки указывают положения волновых фронтов 
для различных мод.
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Рисунок 6 показывает вертикальные смещения жидкости на свободной поверхности (рис. 6а, в, д, ж) 
и на горизонте - 1=y H  (рис. 6б, г, е, з) для четырех вариантов однослойной жидкости в момент t  = 12 c. 
Использовано численное интегрирование соотношений (2.24) и (2.25). К введенным выше случаям 3 и 4 
добавлены случай 5, в котором по всей глубине жидкости безразмерная скорость основного потока равна 

,1 = 0.75V  и случай 6, в котором основной поток отсутствует .1( = 0)V

В последнем случае волновые возмущения симметричны относительно линии x  = 0. Случаи 3–5 объе
диняет то, что скорость V1 на горизонте y  = –H1 для всех этих случаев совпадает. Вертикальными стрелками, 
аналогично рис. 4, показаны границы волновых фронтов для длинноволновых возмущений и возмущений 
с частотой донных пульсаций: для случая 3 + - -0 0 1( , , ) = (191.4, 65.60,92.53)X X X  (рис. 6а, б); для случая 4 

+ - -0 0 1( , , ) = (168.8, 87.47,120.8)X X X  (рис. 6в, г); для случая 5 + - -0 0 1( , , ) = (176.7, 73.82,107.0)X X X  (рис. 6д, е); 
для случая 6 ± ± ±0 1,2( , ) = ( 125.3, 31.37)X X  (рис. 6ж, з).

Отметим, что в рассматриваемых случаях для однослойной жидкости наибольшие волновые возмуще-
ния как на свободной поверхности, так и на горизонте y = -H1 имеют место для случая 3, а наименьшие – 
для случая 6. В случае твердой крышки для случаев 3–5 вертикальные смещения на горизонте y = -H1 
совпадают. Исследование поведения волнового движения, вызванного периодическими донными коле-
баниями в установившемся режиме для равномерного потока, выполнено в [11].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Исследован процесс развития волнового движения в жидкости под действием включения в начальный 

момент времени периодических колебаний участка дна. Предполагается, что в начальный момент времени 
фоновый сдвиговой поток не возмущен. Рассмотрено два варианта сдвигового потока: двухслойный поток, 
в котором градиенты горизонтальной скорости различны в каждом слое, а на границе раздела слоев ско-
рости совпадают, и поток с постоянным градиентом скорости по всей глубине жидкости. 

Сопоставлены два типа граничных условий на верхней границе жидкости: свободная поверхность и 
твердая крышка. Анализ дисперсионных соотношений показал, что при наличии свободной поверхности 
в двухслойной жидкости существует три волновые моды, а в однослойной жидкости – две волновые моды, 
тогда как при наличии твердой крышки в обоих вариантах возможна только одна волновая мода.

С использованием интегральных преобразований Фурье и Лапласа получено интегральное представ-
ление решения для вертикальных смещений свободной поверхности и границы раздела слоев.

Для двухслойного сдвигового потока возможно существование неустойчивых режимов, в которых 
волновые возмущения возрастают со временем, что делает несправедливым применение линейной теории 
спустя некоторый промежуток времени после включения источника возмущения. Тогда в исходных урав-
нениях и граничных условиях необходимо учитывать нелинейные члены.
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DEVELOPMENT OF THE WAVE MOTION INDUCED BY NEAR-BOTTOM 
PERIODIC DISTURBANCES IN A TWO-LAYER SHEAR CURRENT

I. V. Sturova*
Lavrentyev Institute of Hydrodynamics of the Siberian Branch of the Russian Academy of Sciences, Novosibirsk, Russia

* E-mail: sturova@hydro.nsc.ru

The behavior of wave motion arising in an ideal incompressible homogeneous fluid under switching-on periodic 
bottom disturbances is studied in the linear approximation for the two-dimensional non-stationary problem. In 
the undisturbed state, the velocities of two-layer fluid flow are linear functions of the vertical coordinate in each 
of the layers with different gradients and coincide on the boundary of the layers. The upper boundary of fluid can 
be either free or bounded by the rigid cover. The dispersion dependences and the group velocities of the appearing 
wave modes are determined. The vertical displacements of the free surface and the interface between the layers 
are calculated. A comparison with the solution for a single-layer fluid is carried out.
Keywords: surface waves, near-bottom disturbances, background shear currents, dispersion dependences
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Детально анализируется быстрое развитие аномальной интенсификации отрывного турбулентного (при 
Re = 6000) течения воздуха и теплообмена в коридорном однорядном пакете из 31 наклонной канавки 
относительной глубиной 0.2 на выделенном продольном участке стенки узкого канала, вызванное 
интерференцией вихревых следов за канавками и ускорением в ядре канального потока с формированием 
зоны ультравысокой продольной скорости. Стабилизация волнообразных характеристик происходит 
примерно к 15-й канавке, в затем наблюдается умеренное снижение амплитуд колебаний. Возвратные 
токи в канавках по мере их удаления от входного сечения усиливаются, при этом минимальное 
отрицательное трение уменьшается от –2 до –4. Суммарная относительная теплоотдача структуриро-
ванного участка растет при q  = const примерно в 2.75 раза, а при T  = const – в 2 раза при увеличении 
относительных гидравлических потерь в 1.7 раза по сравнению с плоскопараллельным каналом. 
Относительная теплоотдача от поверхности, ограниченной контуром 20-й наклонной канавки, достигает 
3.7 (q = const) при 2.2 росте гидравлических потерь. В канале наблюдается увеличение локального 
максимума продольной скорости в 1.5 раза в сравнении со среднемассовой скоростью.
Ключевые слова: аномальная интенсификация, интерференция, наклонная канавка, узкий канал, отрывное 
течение, вихревой теплообмен, воздух, условия первого и второго рода
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При движении теплоносителя в структурированных энергетических системах с упорядоченными эле-
ментами, например, в трубчатых теплообменниках [1], как правило, наблюдается начальный гидродина-
мический участок, на котором локальные и интегральные характеристики течения и теплообмена около 
удаленных элементов приближаются к стабилизированным величинам.

В работе [1] показано, что интенсификация теплообмена в трубных пучках по мере продвижения к уда-
ленным трубам связана с турбулизацией вихревого потока. Однако и для ламинарного (при числе Рей-
нольдса Re = 308) течения трансформаторного масла в прямоугольном канале с 124 однорядными сфери-
ческими лунками на нагретой стенке [2] отмечается постепенное волнообразное нарастание относитель-
ной теплоотдачи с выходом на средний уровень с многократным (более чем в 5 раз) превосходством 
теплоотдачи по сравнению с плоским каналом.

Возрастание тепловых потоков в канале связывается с интерференцией вихревого обтекания упорядо-
ченных лунок при их коридорном расположении, в особенности при воздействии развивающего за лунками 
ближнего следа с расположенными ниже по потоку лунками. Так, в исследовании [3] нанесение на нагре-
тую до 30°C стенку девятисекционного миниканала (шириной 2 и высотой 0.5) сферических лунок уме-
ренной глубины (0.2) с шагом 1.5 при низкоскоростном (Re = 308) течении трансформаторного масла 

 



способствует вихревой интенсификации теплообмена и увеличивает теплоотдачу от стенки примерно 
в 2.5 раза по сравнению с гладким каналом при парадоксальном 7%-ном снижении гидравлических потерь.

Предложенные альтернативные формы наклоненных под углом 45° овальных лунок равной со сфери-
ческими аналогами площадью пятна (шириной 0.55 и длиной 1.5 в долях диаметра пятна базовой лунки) 
и той же глубины позволяет увеличить теплоотдачу еще в 3.4 раза при уменьшении гидравлических потерь 
по сравнению с гладким каналом на 2%. 

В работе [4] рассматривается интенсификация теплообмена при ламинарном и турбулентном движении 
воздуха в узком канале с однорядным пакетом из 22 овальных лунок глубиной 0.2 (в долях ширины оваль-
ной лунки), длиной цилиндрической части 0.8, значительным радиусом скругления кромки 0.25 и углом 
наклона 45°, расположенных с шагом 1.8. Высота узкого канала длиной порядка 40, шириной 2.5 варьирует 
в пределах 0.44–0.8. Максимальные величины осредненного по поперечной полосе относительного 
(в сравнении с плоскопараллельным каналом) числа Нуссельта Num/Numpl растут от 1 до 2.4 (к 12-й лунке) 
при Re = 2500 и от 1 до 1.8 (к 8-й лунке) при Re = 2×104.

При ламинарном и турбулентном режимах относительная суммарная теплоотдача от нагретой изотер-
мической стенки канала с лунками примерно одинакова и составляет 1.45, а коэффициент относительных 
гидравлических потерь в структурированном канале при переходе от Re = 2500 к 2 × 104 возрастает от 1.25 
к 1.66. Наклонные овальные лунки умеренного удлинения оказались хотя и предпочтительными по срав-
нению со сферическими аналогами, но не слишком эффективными для интенсификации отрывного те-
чения и теплообмена около структурированных поверхностей.

Аномальная интенсификация отрывного течения и теплообмена открыта в единичных и пакетных 
одно-и многорядных наклонных канавках со сферическими концами на стенке канала на стабилизиро-
ванном гидродинамическом участке [5, 6]. Для нее характерны ультравысокие скорости возвратного и 
вторичного закрученного течения во входной части канавки, соизмеримые и превосходящие среднемас-
совую скорость в канале. Такие скорости возникают за счет экстраординарных сосредоточенных перепа-
дов давления между зонами торможения входящего в канавку потока и разрежения в ядре смерчевого 
вихря с отрицательным давлением на входном сферическом сегменте. 

Обнаружилось, что во входной части на дне канавки отрицательное трение и теплоотдача многократно 
(в 4–8 раз) по абсолютной величине превосходят трение и теплоотдачу на плоской стенке. Открыто также, 
что кардинальные изменения поля давления около наклонной канавки оказывают влияние на скорость 
потока в ядре канала, приводя к его ускорению над входом в канавку и формированию в ядре струйного 
участка с полуторакратным превышением максимальной скорости по сравнению с максимальной скоро-
стью ламинарного и турбулентного потока в плоскопараллельном канале. Установлено, что описанные 
явления наблюдаются при относительных длинах и глубинах канавки, начиная с 3.5 и 0.15 соответственно, 
углах наклона – от 25 до 80о, при числах Рейнольдса – от 250 до 2 × 105.

В работах [7–9] численно исследуется аномальная интенсификация ламинарного и турбулентного 
теплообмена в межреберном пространстве воздушного конденсатора с пакетом канавок с углом наклона 
к набегающему потоку 45° при Re = 1000 и 6000. При реализации условия постоянства теплового потока 
на участке нагретой стенки узкого канала высотой 1, длиной 80 и шириной 4 на ней размещены коридор-
ные пакеты из 20-й и 31-й канавки шириной 1 и длиной 4.5. Глубина канавок изменяется от 0.05 до 0.35. 
В случае редкого пакета шаг между центрами канавок равен 4, а для плотного пакета – 2.53. Равномерный 
поток развивается в пространстве между нагретой структурированной и изотермической плоской стенками 
при постановке на боковых границах условий симметрии.

При Re = 1000 уплотнение пакета приводит к значительному усилению аномальной интенсификации 
отрывного течения и теплообмена в канавках. Так, при глубине канавок 0.25 минимальные отрицательные 
величины относительного трения (  f/fpl)min уменьшаются с –2.5 до –4, причем последнее значение дости-
гается в 14-й канавке от входа в пакет. 

Увеличение глубины канавки вызывает усиление теплообмена в канале. Высокий темп роста теплопе-
редачи наблюдается в диапазоне изменения глубин от умеренных (порядка 0.2) до больших (выше 0.3) 
значений. Максимальные теплогидравлические характеристики характерны для канала с плотным паке-
том канавок глубиной 0.25. Для него достигнуто почти 2-кратное увеличение теплоотдачи при 46% росте 
гидравлических потерь в сравнении с плоскопараллельным каналом. Максимальная скорость ламинарного 
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потока в структурированном канале растет с глубиной канавок и превышает в 2 раза среднемассовую 
скорость, начиная с глубины 0.25 для плотного пакета.

В случае турбулентного течения воздуха для плотного пакета наклонных канавок (  f/fpl)min = −4 и 
(Nu/Nupl)max = 7.2. Относительная теплоотдача возрастает в 1.9 раза, а относительные гидравлические 
потери – в 1.6 раза.

Цикл расчетно-экспериментальных работ [10–12] проведен с измерениям векторных полей скорости 
ламинарного и турбулентного потока в оптически прозрачном канале Каз НЦ РАН (высота 0.01м, ширина 
0.1 м, длина 0.8 м) с двухрядными 26-ю канавками на стенке при числах Рейнольдса 1000 и 4300, опреде-
ленном по скорости равномерного потока на входе и характерному размеру – ширине канавки, равной 
0.01 м. Длина острокромочных канавок 4.5, глубина 0.25, шаг между центрами лунок 2.53 (плотное рас-
положение канавок). Рассмотрены V-образная схема расположения канавок под углами ±45о к плоскости 
симметрии канала при развороте канавок к боковым стенкам (в этом случае входные части канавок нахо-
дятся вблизи плоскости симметрии) и Λ-образная схема под углом ±135о к плоскости симметрии и раз-
вороте канавок от боковых стенок (в этом случае входные части канавок располагаются вблизи стенок). 
Подтверждено, что в формирующемся в конце структурированного канала ядре потока над входом в канавки 
возникают зоны высокой скорости, при этом максимум продольной скорости в районе 22-й канавки 
в ламинарном случае оказывается порядка 1.9 на высоте у = 0.4 и в турбулентном варианте достигает 1.59 
на высоте y = 0.25.

Выполненное в [13] численное исследование анализирует аномальную интенсификацию турбулентного 
отрывного течения воздуха и теплообмена на начальном гидродинамическом участке около длинной 
полосы пластины с однорядным плотным пакетом из 16 наклонных канавок при задании в расчетной 
области боковых условий симметрии.

При числе Рейнольдса 6000 сравниваются плотные пакеты наклоненных под углом 60о канавок и сфе-
рических лунок при одинаковой площади пятна, умеренной глубине и довольно высокой плотности лунок. 
Расчеты теплообмена при обтекании пластины с пакетом канавок продемонстрировали прогрессирующее 
нарастание экстраординарного сосредоточенного перепада давления между зонами торможения внешнего 
потока и разрежения в месте генерации торнадоподобных вихрей на входных сферических сегментах, 
постепенную интенсификацию возвратного, вторичного, восходящего и нисходящего течения в канавках, 
достижение минимума относительного трения –4 и максимума относительного числа Нуссельта 4.4. Об-
наружены ускорение и кардинальное утончение пристеночного слоя над входной частью канавок. Отно-
сительная тепловая эффективность пакета канавок составила 1.43 против 1.09 для пакета сферических 
лунок, а теплогидравлическая эффективность – 1.12 против 0.965.

В данной работе проводится уточнение численного исследования [9] и дается детальный анализ ин-
терференции отрывного турбулентного течения воздуха в плотном пакете канавок и интенсификации 
теплообмена в узком канале со структурированным участком длиной 80, шириной 4 и высотой 1 при 
размещении на нем плотного пакета из 31 наклонной канавки при Re = 6000. Особое внимание уделяется 
сравнению прогнозов для двух типов граничных условий для расчета теплообмена T = const и q = const. 
Здесь развивается выполненное в работе [14] численное исследование конвективного теплообмена в узком 
канале с единичной наклонной канавкой.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. МЕТОДОЛОГИЯ РАСЧЕТА
Численно рассматривается ускорение турбулентного потока воздуха (Pr = 0.71) и усиление аномальной 

интенсификации отрывного течения и теплообмена при заданном числе Рейнольдса (Re = 6000) на длин-
ном участке структурированного канала. В узком канале протяженностью 84, шириной 4 и высотой 1 на 
контрольной секции длиной 80 на нагретой стенке располагаются однорядные пакеты, набранные из 31 
канавки с полусферическими концами под углом наклона 45° к продольной оси канала.

Каждая канавка состоит из двух половинок сферической лунки, соединенных траншейной вставкой. 
Иногда их называют овально-траншейными. Ширина канавки равна 1, длина – 4.5, глубина – 0.2, радиус 
скругления кромки – 0.2 (рис. 1а).

Длины входного и выходного плоскопараллельного участка канала перед и за структурированной сек-
цией канала выбраны равными 2. Шаг между центрами канавок 2.53, как и в плотном пакете [5, 6]. 
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На боковых границах канала задаются условия симметрии, т.е. моделируется канал с зигзагообразным 
расположением канавок (рис.1б). 

На входе в канал турбулентный воздушный поток равномерный, в выходном сечении канала выпол-
няются мягкие граничные условия, а на стенках канала – условие прилипания. Система декартовых ко-
ординат x, y, z вводится с центром на нижней стенке в начале структурированной секции канала. Ось x 
ориентирована вдоль канала, ось y направлена вверх, а ось z – поперек канала.

Все линейные размеры относятся к высоте канала H. Декартовые составляющие скорости U, V, W и 
число Re определяются по среднемассовой скорости потока. В качестве характерной температуры выбрана 
комнатная Тref = 293 К. Верхняя стенка канала изотермическая и поддерживается при комнатной темпе-
ратуре, т.е. Т = 1.

Нижняя стенка с наклонными канавки нагревается и на ней задаются два типа температурных гранич-
ных условий. Как и в [14], при реализации граничных условий первого рода нижняя стенка канала с ка-
навкой поддерживается при постоянной температуре 30°С (303 К), т.е. безразмерная температура Т = 1.034.

Аналогично работе [13] при постановке граничных условий второго рода на стенке задается постоянный 
тепловой поток q. Подводимый поток q пересчитывается в безразмерный вид по формуле qnorm = 
= qH/(λPrReTref), а его величина принимается ~3.4 × 10–5. Здесь λ – теплопроводность воздуха.

Особое внимание в статье уделено анализу распределений поверхностных характеристик (трения, 
давления, чисел Нуссельта, температуры) в продольном сечении канала, проходящем через места стыковки 
входных полусферических сегментов канавок и их траншейных частей (рис. 1в).

Система стационарных осредненных по Рейнольдсу уравнений Навье–Стокса (RANS), замкнутых 
с помощью дифференциальных уравнений модели сдвиговых напряжений Ментера [15] для описания 
движения низкоскоростной воздушной среды, и уравнение энергии решаются с помощью факторизован-
ного метода конечного объема второго порядка аппроксимации [16].

Следует подчеркнуть, что решение тепловой задачи не влияет на решение динамической задачи, по-
скольку физические свойства теплоносителя не меняются. Примененная многоблочная вычислительная 
технология (MBT) основывается на использовании разномасштабных структурированных сеток с пере-
крытием, согласованных с геометрией канала. В двух рядах приграничных ячеек каждой из перекрываю-
щихся сеток параметры рассчитываются с линейной интерполяцией [16].

В работе [17] дано обоснование, что этот подход эквивалентен применению адаптивных неструктури-
рованных сеток, но не требует чрезмерных вычислительных ресурсов. Его преимуществом является обес-
печение надлежащей точности прогнозов без измельчения сеток, поскольку метод автоматически разрешает 
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Рис. 1. Узкий канал с 31 наклонными канавками с системой декартовых координат x, y, z (а) и зигзагообразные кори-
дорные пакеты канавок на стенке канала (б). Продольное сечение канавок в канале в серединах переходов от сфери-
ческих сегментов к траншеям (в). Многоблочные расчетные сетки на структурированном участке стенки (г). 1 – под-
робная декартовая сетка, покрывающая канавки; 2 – криволинейная сетка О-типа в окрестности каждой канавки; 
3 – косоугольная сетка-“заплатка”, наложенная на центральную зону канавки. Верхняя стенка канала не показана.
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все значимые гидродинамические и теплофизические особенности. Конечно, пересчеты с сетки на сетку 
с помощью линейной интерполяцией являются источником ошибок. Тем не менее тестовые расчеты 
установившегося циркуляционного течения в каверне с подвижной крышкой [17] показали, что неопре-
деленности прогнозов оказываются вполне приемлемыми.

Отличительной чертой использованного конечно-объемного алгоритма является основанная на кон-
цепции расщепления по физическим процессам [18] процедура коррекции давления SIMPLEC [19] с мо-
нотонизацией по Рхи–Чоу для выбранного центрированного расчетного шаблона [20, 21].

В линеаризованной системе уравнений конвективные члены в неявной части уравнений переноса 
представляются по схеме против потока с односторонними разностями, что позволяет существенно по-
высить устойчивость вычислительной процедуры. В целях снижения влияния искусственной диффузии 
при моделировании отрывных течений конвективные члены в явной части исходных уравнений количе-
ства движения аппроксимируются с помощью одномерной квадратичной противопоточной схемы Леонарда 
[22], а в уравнениях для характеристик турбулентности – по схеме TVD [23].

Решение алгебраических уравнений проводится методом сопряженных градиентов BiCGSTAB [24] 
с предуславливателем. Алгебраический многосеточный ускоритель AMG из библиотеки Демидова (amgcl) 
[25] применяется в блоке коррекции давления, и ILU0-метод используется для других переменных. Спе-
циализированный расчетный код VP2/3 (скорость–давление, 2D/3D), базирующийся на MBT, выбран 
в качестве базового кода в данном численном исследовании и реализуется на многоядерных вычисли-
тельных системах аналогично другим кода, таким как OpenFOAM.

Многоблочная разномасштабная расчетная сетка конструируется с помощью наложения заданных 
структурированных алгебраических и дифференциальных сеток разной топологии. Канальная декартовая 
сетка сгущается к верхней плоской и нижней криволинейной стенкам. Продольные и поперечные шаги 
этой сетки задаются порядка 0.07. В эту сетку встраивается измельченная декартовая сетка высотой 0.175, 
покрывающая структурированный участок с канавками на нижней стенке канала (сетка 1 на рис. 1г). Эта 
сетка более подробная, чем базовая.

Продольные и поперечные шаги сетки имеют порядок 0.05. В пристеночную декартовую сетку встра-
иваются построенные для каждой наклонной канавки криволинейные эллиптические сетки типа О, со-
гласованные с внутренними поверхностями канавок (сетка 2 на рис. 1г). Внутри каждой канавки вводятся 
косоугольные сетки-заплатки, согласованные с криволинейными поверхностями канавок и закрывающими 
осевые зоны (сетка 3 на рис. 1г). Пристенный шаг сеток равен 0.0005. Общее количество вычислительных 
ячеек составляет примерно 11 млн.

АНАЛИЗ ПОЛУЧЕННЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ
На рис. 2–13 и в табл. 1 представлены некоторые из полученных результатов.
В табл. 1 сравниваются численные прогнозы тепловой эффективности Numm/Nummpl, относительных 

коэффициентов гидравлических потерь ζ/ζpl и теплогидравлической эффективности 
ТНЕ = (Numm / Nummpl) / (ζ/ζpl)1/3 для продольного участка канала, структурированного 31 наклонными 
канавками с полусферическими концами, при двух типах использованных граничных условий.

Таблица 1. Численные прогнозы для продольного участка канала

Тип граничных условий Numm/Nummpl ζ/ζpl THE

q = const 2.75
1.67

2.31
T = const 1.95 1.64

В работе [14] показано, что относительная величина суммарной теплоотдачи Numm/Nummpl участка 
с наклонной канавкой при задании условия постоянства подведенного теплового потока не значительно 
отличается от аналогичного численного прогноза для изотермической нагретой стенки, а именно 1.1 
против 1.08 (различие в пределах 2–3%). Однако там отмечалось, что для пакетов наклонных канавок 
разница в предсказаниях суммарной теплоотдачи для различных типов граничных температурных условий 
может оказаться значительной.
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Как видно по табл. 1, относительная теплоотдача от структурированной 31-й наклонной канавкой 
полосы канала при q = const в 1.4 раза выше в сравнении с ее прогнозом при T = const. При этом оба пред-
сказания заметно превосходят относительные гидравлические потери в канале.

Данное исследование во многом объясняет это различие и акцентирует внимание на фундаментальном 
механизме усиления аномальной интенсификации отрывного течения и теплообмена в наклонных канав-
ках по мере развития, формирования и интерференции вихревых структур в канале с равномерным пото-
ком воздуха на входе.

На рис. 2 представлены распределения относительного трения f/fpl(x) вдоль трех продольных сечений 
структурированной стенки канала.

Первое и второе продольные сечения (первое показано на рис. 1в) проходят через центры сечений 
стыковки входных и выходных концевых сферических сегментов с цилиндрической траншеей при z = ±1.245. 
Третье сечение – срединное сечение нижней стенки канала (z = 0). Нумерация кривых совпадет с номером 
сечения.

Показанные на рис. 2а распределения относительного трения f/fpl(x) демонстрируют волнообразный 
характер изменения трения с быстрым нарастанием амплитуды колебаний по мере отхода от входного 
сечения канала. Примерно к 20-й канавке величины f/fpl принимают экстремальные значения.
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Рис. 2. Сравнение распределений относительного трения f/fpl(x) в трех продольных сечениях канала (а) с 31 канавками и 
в укрупненных фрагментах во входном (б), среднем (в) и выходном (г) участках. Кривые: 1 – z = 1.245, 2 – (-1.245), 3 – 0.
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На последнем участке канала наблюдается тенденция к стабилизации характеристик при некотором 
снижении разброса амплитуд колебаний. Для детального анализа фаз развития, достижения наибольших 
экстремумов и приближения к стабилизации течения в канале представляются укрупненные фрагменты 
f/fpl(x) в районе первой, двадцатой и тридцатой канавок (рис. 2б–г). С этой целью на этих и последующих 
рисунках рассматриваются входной (протяженностью от 0 до 12.5), средний (от 35 до 45 для относительного 
трения и перепада давления и от 46 до 56 для относительной осредненной теплоотдачи) и выходной участок 
(от 70 до 78).

Как видно по рис. 2, входящий в канал равномерный поток в пристеночном слое у структурированной 
стенки трансформируется в сдвиговый. В районе входов в канавки (кривые 1) экстремальные величины 
относительного трения характеризуются наибольшим разбросом, причем минимальные величины на дне 
канавок уменьшаются от –1.5 до –3.3 (более чем вдвое), а максимальные величины на наветренных кром-
ках возрастают с 6.7 до 9.3 (примерно в 1.4 раза). К концу канала эти характеристики слегка корректиру-
ются, приближаясь к –3.2 и к 8 соответственно.

Важно отметить, что на всем протяжении канала в промежутках между канавками относительное тре-
ние сохраняется на примерно одном и том уровне, близком к 2–2.5. Таким образом, наблюдается усиление 

Рис. 3. Сравнение распределений перепада статического давления P–Ppl(x) в трех продольных сечениях канала (а) 
с 31 канавками и в укрупненных фрагментах во входном (б), среднем (в) и выходном (г) участках: z на кривых 1–3 – 
то же, что на рис. 2.
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аномальной интенсификации отрывного течения в удаленных от входа канавках по сравнению с единич-
ными канавками [26], что свидетельствует об увеличении интенсивности смерчей в канавках.

Распределения f/fpl(x) во втором продольном сечении канала отражают торможение пристеночного 
канального течения в окрестности выхода потока из канавки (кривые 2 на рис. 2). Отмечается резкое 
(двукратное) снижение максимальных амплитуд относительного трения в сравнении с первым сечением. 
Тем не менее просматривается тенденция к некоторому росту градиентов скорости. Так, (f/fpl)max увели-
чивается с 3.5 до 4.5 к середине канала, в затем стабилизируется на уровне 4.

Внутри канавок в донной части на выходе из них наблюдается слабое возвратное течение на всей длине 
канала. И, наконец, срединное сечение (кривые 3) характеризуется максимальными амплитудами отно-
сительного трения, приближающимся к 4 в конце канала. Интересно отметить, что в донной части кана-
вок трение положительное и в самих канавках сохраняется проточное течение с максимальным f/fpl по-
рядка 1. Также следует подчеркнуть, что в промежутках между канавками средний уровень относительного 
трения увеличивается с 1.5 до 2.

Эволюция перепадов статического давления P–Ppl(х) в трех вышеуказанных продольных сечениях 
нижней стенки канала представлена на рис. 3.

Как и распределения f/fpl(x), зависимости P–Ppl от продольной координаты х носят волнообразный 
колебательный характер. Максимальные величины перепадов давления возникают на наветренных скло-
нах наклонных канавок, а минимальные (отрицательные) величины наблюдаются в их донных частях.

Интересно отметить, что наибольшие величины перепадов давления в первом продольном сечении 
быстро нарастают в первых трех канавках с 0.2 до 0.23, а затем медленно достигают максимального зна-
чения 0.24 в 12-й канавке и к 20-й канавке уменьшаются до 0.2, далее переходя на монотонное линейное 
снижение к выходному сечению из канала до уровня –0.05. При этом минимальные отрицательные вели-
чины перепадов давления в донных частях канавок в продольном сечении по мере отхода от начала струк-
турированного участка уменьшаются с увеличением амплитуды до 12-й канавки с умеренным темпом и 
в дальнейшем амплитуды колебаний сохраняются.

В то же время максимальные и минимальные величины P–Ppl во втором и третьем (срединном) сечениях 
монотонно убывают по длине канала по закону, близкому к линейному. Амплитуды колебаний перепадов 
давления в этих сечениях кардинально ниже, чем в первом сечении.

Интересно отметить, что в промежутках между канавками в первом сечении возникают куполообразные 
распределения статического давления с максимумами, уменьшающимися по близкой к линейной зави-
симости. В целом по мере продвижения по пакету канавок перепады давления между зонами торможения 
на наветренном склоне и областями отрицательного давления в донных частях от 1-й до 20-й канавки 
увеличиваются примерно от 0.25 до 0.55 и далее незначительно снижается до 0.5 на выходе из структури-
рованного участка.

Сравнение распределений интегральных и локальных относительных чисел Нуссельта на структури-
рованной продольной полосе и трех указанных продольных сечениях стенки канала с наклонными канав-
ками, рассчитанных при двух типах граничных условий: q = const и T = const, проводится на рис. 4–7.

Осреднение по поперечным полосам структурированной стенки канала Num/Numpl(x) является обще-
принятым в расчетных и экспериментальных исследованиях (см., напр., работы [2–14]) и представляет 
собой своеобразную свертку по поперечной координате z относительных чисел Нуссельта Nu/Nupl, рас-
пределенных по поверхности нижней стенки (рис. 4).

Для длинного участка канала с характерным отношением длины к ширине 20 к 1 эта зависимость опре-
деляет изменение осредненной тепловой нагрузки вдоль канала. Как и распределения поверхностных 
локальных величин трения и давления в продольным сечениях канала, эта зависимость имеет волнообраз-
ный колебательный характер с быстрым ростом на входном участке, начиная с первой канавки, достиже-
нием наибольшей теплоотдачи в середине (20-й максимум) и последующим снижением к выходной части 
(к 30-й канавке).

Максимумы и минимумы локальных осцилляций относительной теплоотдачи приходятся на проекции 
наклонных наветренных и подветренных кромок канавок на боковые грани канала. Они хорошо демон-
стрируются на укрупненных фрагментах зависимости Num/Numpl(x) для отмеченных участков нагретой 
стенки на рис. 4в–д. 
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Прежде всего следует отметить влияние на осредненную по полосе относительную теплоотдачу задан-
ного типа граничных условий. Прогнозируемые максимальные амплитуды колебаний (Num/Numpl)max 
при q = const и T = const практически одинаковые в окрестности первой канавки к 20-му пику различаются 
в 1.56 раза на условно среднем участке, и далее к 30-й канавке это отличие снижается примерно в 1.5 раза.

Темп возрастания максимумов относительной теплоотдачи при q = const после 10-го пика заметно 
увеличивается в сравнении с линейным возрастанием от 1-й канавки, а после 14-15-го пика уменьшается, 
стремясь к нулю при достижении наибольшего 20-го пика.

К выходному участку осредненная относительная теплоотдача понижается, но выход на стабилизиро-
ванный участок по теплообмену не наблюдается. При использовании условий Т = const достижение наи-
большей величины Num/Numpl проходит быстрее (к 18-му пику, соответствующему среднему участку для 
трения и перепада давления).

Осреднение поверхностных чисел Нуссельта Nu/Nupl по продольным полосам и построение распреде-
лений Num/Numpl(z) позволяет определить наиболее теплонапряженные зоны нагретой стенки канала 
(рис. 4б).

Хотя в представленных кривых нет осцилляций, характерных для зависимостей на рис. 4а, отмечаются 
два локальных пика в районах входных участков канавок. Как видно по рис. 4б, правая сторона канала, 
соответствующая входным участкам канавок, характеризуется наибольшей относительной теплоотдачей. 
При q = const максимум достигает 4.7, а при T = const – 3. Для левой половины канала характерно моно-
тонное снижение относительной осредненной теплоотдачи до близкого к 1 значения для q = const. В слу-
чае T = const вблизи левой границы образуется зона пониженной теплоотдачи с Num/Numpl < 1.

Распределения локальных чисел Нуссельта вдоль заданных продольных сечений нагретой стенки по-
казывает значительные различия в интенсификации теплообмена на разных продольных полосах канала 
(рис. 5–7). На полосе, проходящей через сечения стыковок входных сферических сегментов с цилиндри-
ческой траншеей, отмечается затянутый рост относительной теплоотдачи к максимуму порядка 16.5 
в районе 26-й канавки (при q = const).
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Рис. 4. Сравнение проинтегрированных по поперечным (а, в–д) и продольным (б) полосам распределений Num/Numpl 
на нагретой стенке канала при граничных условиях q = const (1) и T = const (2). Укрупненные фрагменты Num/Numpl(х) 
соответствуют входному (в), среднему (г) и выходному (д) участкам канала.
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В срединном сечении канала 7-кратный рост относительной теплоотдачи наблюдается к 17-й канавке, 
а на крайней полосе, проходящей через стыковочное сечение выходного сферического сегмента и цилинд-
рической траншеи у левой границы, (Nu/Nupl)max растет до 3.2 к 18-й канавке. Таким образом, интенсив-
ность теплообмена падает вдвое при перемещении от сечения 1 к срединному сечению 3 и затем еще вдвое 
при смещении к сечению 2 у левой границы.

Колебания локального числа Нуссельта коррелируют с колебаниями относительного трения. Пиковые 
значения достигаются на наветренных кромках канавок. За ними располагаются участки между канавками, 
на которых относительная теплоотдача снижается с различным темпом для разных граничных темпера-
турных условий: быстро для q = const и более плавно для T = const.

Поведение теплоотдачи в канавках различно от сечения к сечению. В первом сечении относительная 
теплоотдача низкая на подветренных склонах канавок, а на дне и наветренных склонах быстро возрастает, 
переходя в пиковые величины на кромке. В среднем (3-м) сечении на дне канавок достигается ярко вы-
раженный значительный максимум относительной теплоотдачи, сопоставимый и превосходящий уровень 
теплоотдачи перед канавкой. В крайнем левом (2-м) сечении максимумы относительной теплоотдачи на 
дне канавок сохраняются, но имеют меньшие величины в сравнении с 3-м сечением.
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Рис. 5. Сравнение распределений локальных Nu/Nupl вдоль продольного сечения при z = 1.245 (а) для граничных 
условий q = const (1) и T = const (2). Укрупненные фрагменты Num/Numpl(х) соответствуют тем же участкам канала, 
что на рис. 4.
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Вторая часть статьи посвящена анализу эволюции отрывного течения и теплообмена в избранных 
наклонных канавках подобно тому, как в работе [14] детально исследовался прямоугольный участок, ог-
раничивающий контур единичной канавки. Сравнение полей поверхностных характеристик, таких как 
относительное трение f/fpl, перепады статического давления P–Ppl, относительные числа Нуссельта Nu/Nupl, 
проводится при рассмотрении 1-й, 20-й и 30-й наклонных канавок. Динамика изменения локальных и 
интегральных характеристик течения и теплообмена изучается при анализе дискретного ряда канавок с 
номерами 1, 5, 10, 15, 20, 25, 30.

Сравнение полей относительного трения на рис. 8а–в дополнено картинами траекторий жидких частиц 
в пристеночном слое поверхности канавки, иллюстрирующими растекание потока по криволинейной 
стенке канала и аналогичными саже-масляным картинам визуализации вихревых структур в физических 
экспериментах. Внутри канавок в зонах течения с отрывом потока на подветренной кромке и присоеди-
нением его к наветренной кромке развиваются сложные пространственные струйно-вихревые структуры, 
детально проанализированные в работах [5, 6, 13, 26–28].

Следы на картинах растекания позволяют идентифицировать их. Растекание на наветренном склоне 
от точки торможения входящего в наклонную канавку внешнего потока вызывает формирование во вход-
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Рис. 6. Сравнение распределений локальных Nu/Nupl вдоль продольного сечения при z = 0 (а) для граничных условий 
q = const (1) и T = const (2). Укрупненные фрагменты Num/Numpl(х) соответствуют тем же участкам канала, что на 
рис. 4.
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ной части канавок малоразмерной зоны возвратных токов высокой интенсивности. При обсуждении 
распределений относительного трения в продольных сечениях канала на рис. 2 внимание обращено на 
ультранизкие величины f/fpl, доходящие до –4.

Как видно по рис. 8а–в, узкие зоны с такими величинами относительного трения возникают в удален-
ных наклонных канавках на дне и наветренных склонах. Возвратные токи транспортируют воздух в район 
особой точки типа фокус на сферическом сегменте, являющимся ядром смерча [27]. На дне каждой из 
рассмотренных канавок образуется протяженная криволинейная линия отрыва пристеночного потока от 
точки торможения (детальный анализ ее возникновения дан в работе [28]).

Оторвавшийся поток взаимодействует с подветренным склоном, формируя точку растекания, и, таким 
образом, возникает не обладающая высокой интенсивностью эжекция воздуха к смерчу, формируется 
протяженный спиралевидный вихрь в окрестности наветренной передней кромки каждой из канавок. 
Линии тока на наветренном склоне, которые отражают растекание воздуха от точки торможения, являются 
следами мощного закрученного потока, развивающегося в каждой из канавок. Кстати, удаленные канавки 
в отличие от первой характеризуются возросшим уровнем относительного трения в центральной части 
канавок.
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Рис. 7. Сравнение распределений локальных Nu/Nupl вдоль продольного сечения при z = –1.245 (а) для граничных 
условий q = const (1) и T = const (2). Укрупненные фрагменты Num/Numpl(х) соответствуют тем же участкам канала, 
что на рис. 4.
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Перепады статического давления P–Ppl между точками криволинейной стенки структурированного 
канала и точками с теми же координатами x, z на соответствующей нагретой стенке плоскопараллельного 
канала не вполне отражают перепады давления внутри канавок. Все же, как следует из рис. 3, давление 
в канале с канавками падает быстрее, чем в гладком канале. Поэтому помимо полей давления на рис. 8г–е 
здесь представлена табл. 2 сосредоточенных перепадов давления ∆P между максимумами давления Pmax 
на наветренном склоне и минимумами отрицательного давления Pmin на дне 1-, 5-, 10-, 15-, 20-, 25-, 30-й 
канавок, полученных обработкой прогнозов в первом продольном сечении канала (см. рис. 3).

Чрезвычайно любопытно, что мощные закрученные потоки внутри отрывных зон в канавках развива-
ются в условиях противодавления. Ведь во входных частях наклонных канавок имеет место мощное раз-
режение благодаря сгенерированным смерчам. А на выходах из канавок давление довольно высокое.

Таблица 2. Сосредоточенные перепады давления на дне избранных канавок

Параметр Номер канавки
1 5 10 15 20 25 30

∆P 0.245 0.335 0.436 0.555 0.575 0.540 0.500
Pmax 0.215 0.245 0.251 0.245 0.170 0.065 –0.035
Pmin –0.03 –0.09 –0.185 –0.31 –0.405 –0.475 –0.535

Перепады давления ∆P в канавках растут по мере их удаления от входа, достигая максимума (0.575) 
к 20-й канавке с более чем двукратным превосходством над первой канавкой (0.245), а затем слегка сни-
жаются к 30-й канавке (на величину примерно 13%).

Распределения локальных поверхностных характеристик относительного трения, перепадов давления, 
относительной температуры (при q = const) в срединных сечениях выбранных наклонных канавок на рис. 9 
дополняют картины полей f/fpl и P–Ppl на рис. 8 и иллюстрируют эволюцию отрывного течения в наклон-
ных канавках по мере их удаления от входа.

Усиление аномальной интенсификации отрывного течения в канавках отражает резкое уменьшение 
минимума f/fpl (рис. 9а) в их входных частях: от –1 в первой канавке до –3.5 в 20-й. К 30-й канавке мини-
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Рис. 8. Сравнение поверхностных распределений относительного трения f/fpl (а–в) и перепадов относительного 
статического давления P–Ppl (г–е) для первой (а, г), 20-й (б, д) и 30-й (в, е) канавок.
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мум f/fpl несколько подрастает до –3. С удалением от входа в канал в канавках заметно сокращается зона 
возвратных токов.

Два локальных максимума отмечаются в зависимостях f/fpl(s), причем первый располагается сразу же 
за областью отрыва в начале проточного участка, а второй возникает сразу за центром канавки. Начиная 
с 5-й канавки первый максимум находится в диапазоне 0.5–0.7. А второй максимум в 10–15-й канавках 
достигает 1, а затем довольно резко снижается и исчезает в 25–30-й канавках, где f/fpl стабилизируется на 
уровне 0.3. В конце канавок в срединном сечении отмечается незначительное пятно отрицательного тре-
ния, которое пропадает только к 30-й канавке.

Пик относительного трения на задней кромке канавки подрастает с 2 (1-я канавка) до 3 (15-я канавка) 
и затем монотонно снижается примерно до 2.5. Отмечается некоторое увеличение f/fpl в районе передних 
кромок канавок в пределах 0.2–0.5.

Как отмечалось ранее, статическое давление в структурированном канале падает более быстрым темпом, 
чем в гладком и поэтому кривые распределений P–Ppl для выбранных канавок на рис. 9б располагаются 
лесенкой с последовательным уменьшением максимальных и минимальных величин. При сохранении 
характера зависимостей следует подчеркнуть, что с удалением канавок от входа в канал уровень разреже-
ния во входных частях канавок понижается.

Зависимости относительной температуры в срединных сечениях канавок при q = const на рис. 9в по-
казывают тенденцию к захолаживанию поверхностей от 1-й до 15-й канавки. Для последующих канавок 
эта тенденция сохраняется на входных участках, а вот в выходных половинах канавок температура на дне 
растет. Пик относительной температуры на входной кромке, который в первой канавке свидетельствует 
о ее нагреве по сравнению с гладкой стенкой, с удалением от входа в канал постепенно уменьшается, 
оставаясь меньше единицы.

Интересно отметить, что пики Tw/Twpl в серединах канавок снижаются к 15-й канавке, а с 20-й начи-
нают возрастать со смещением к выходам из канавок. Величины пиков относительной температуры 
в районах концевых кромок канавок с их удалением от входа монотонно снижаются от перегрева к захо-
лаживанию до 15-й канавки. Начиная с 20-й канавки наблюдается небольшой скачок пиковой температуры 
с последующим ее уменьшением.

Сравнение эволюций картин локальных относительных чисел Нуссельта Nu/Nupl, распределенных по 
поверхностям выбранных наклонных канавок, для разных типов температурных граничных условий 
представляется на рис. 10. Как и в случае рис. 8, анализируются 1-я, 20-я и 30-я канавки.

На картины распределений Nu/Nupl нанесены линии тока в пристеночном слое, иллюстрирующие 
вихревые особенности течения в канавках. Многоцветная интерпретация полей относительной теплоот-
дачи позволяет четко установить зоны интенсивного относительного теплообмена с Nu/Nupl ≥ 1 и опре-
делить зоны угнетенного теплообмена с относительными числами Нуссельта, не превосходящими единицу. 

В первой канавке на стенке канала, как отмечалось для единичной канавки в работе [14], при q = const 
Nu/Nupl в донной части, на подветренном склоне и в концевой выходной части внутренней поверхности 
канавки оказываются заметно выше, чем при T = const.
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Рис. 9. Сопоставление поверхностных распределений относительного трения f/fpl (а), перепада давления P–Ppl (б) и 
относительной температуры Tw/Twpl (в) при q = const в срединном сечении выбранной канавки: 1 – 1-я; 2 – 5-я; 
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Интересно отметить, что область интенсивного теплообмена простирается выше протяженной линии 
вторичного отрыва потока на дне, формирующегося от точки торможения на наветренном склоне. В слу-
чае q = const протяженная зона с Nu/Nupl ≥ 1 возникает в окрестности распространяющегося вдоль под-
ветренного склона спиралевидного вихря. Для T = const она оказывается сильно уменьшенной.

И еще одно интересное наблюдение. В выходной части канавки зона ослабленного теплообмена обра-
зуется в окрестности подветренной кромки и сохраняется во всех наклонных канавках.

В 20-й канавке наблюдается максимальная осредненная по продольной полосе относительная тепло-
отдача (см. рис. 4). При q = const практически для всей ее поверхности, включая зону ядра смерча, 
Nu/Nupl > 1. Максимальная относительная теплоотдача на наветренной кромке не совпадает с точкой 
торможения и достигает 18, превосходя аналогичный максимум первой канавки в 4.5 раза. В 30-й канавке 
теплообмен несколько ослабевает, (Nu/Nupl)max снижается до 14.5.

Интересно отметить, что для канавок с высоким уровнем теплоотдачи зона интенсивного теплообмена 
внутри канавок расширяется и удлиняется по сравнению с первой канавкой и простирается по всему 
наветренному склону до конца канавки. При T = const заметно интенсифицируется теплообмен на под-
ветренном склоне удаленных от входа канавок. Для первой канавки максимум относительной теплоотдачи 
в этом случае оказывается выше, чем при q = const. Для удаленных канавок прогнозы (Nu/Nupl)max при 
q = const более чем вдвое выше, чем при T = const.

Эволюция распределений локальной и проинтегрированной по поперечным полосам относительной 
теплоотдачи в продольном s и поперечном t направлениях в выбранных канавках представлена на рис. 11 
для различных типов температурных граничных условий q = const и T = const. Как и на рис. 9 здесь выбраны 
1-, 5-, 10-, 15-, 20-, 25-, 30-я канавки.

Аналогично материалам, показанным на рис. 4–7, анализируются зависимости Nu/Nupl по продольной 
координате s, зависимости Num/Numpl(s) и Num/Numpl(t). Поведение указанных характеристик на рис. 11 
показывает, что их характер не зависит от типа температурных граничных условий. Растущие с удалением 
от входа канала пики относительной локальной теплоотдачи наблюдаются на входных участках канавок, 
а опадающие пики тепловых нагрузок – в концевых выходных частях.

‒1.5 ‒0.5‒1 1.50.5 1 20

1

2

0.5

1.5

3

2.5

3.5
(а)

x

z

Nu/Nupl

Nu/Nupl

‒1.5 ‒0.5‒1 1.50.5 1 20

49

50

48.5

49.5

51

52

50.5

51.5

(б)

x
z

Nu/Nupl

‒1.5 ‒0.5‒1 1.50.5 1 20

74

75

73.5

74.5

76

77

75.5

76.5

(в)

x

z

Рис. 10. Сравнение поверхностных распределений относительного числа Нуссельта Nu/Nupl при граничных условиях 
q = const (а–в) и T = const (г–е) для тех же канавок, что на рис. 8.
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Отмечается формирование отчетливых при q = const и слегка сглаженных при T = const двугорбых 
распределений проинтегрированных поперек продольных канавок относительных чисел Нуссельта  
Num/Numpl(s), максимумы которых увеличиваются по мере удаления канавок.

Следует отметить, что после 20-й канавки двугорбые зависимости вырождаются в одногорбые. Восхо-
дящие от подветренной к наветренной кромке зависимости проинтегрированных продольным полосам 
относительных чисел Нуссельта Num/Numpl(t) также постепенно поднимаются от канавки к канавке. 
Очевидна тенденция к сближению распределений локальной и интегральной относительной теплоотдачи 
после 15-й наклонной канавки и формирование полосы прогнозов с небольшим разбросом.

Интересно отметить, что при q = const наибольшие величины максимумов Nu/Nupl(s) в срединном 
сечении и Num/Numpl(s) вдоль входного участка одинаковые и достигают 6.5 внутри 20-й канавки, а на ее 
наветренной кромке Num/Numpl(t) = 8.5. При T = const эти величины уступают указанным в 1.6–1.7 раза. 
В целом наиболее эффективные зоны в удаленных наклонных канавках находятся на входных участках и 
на наветренных склонах.

Зависимости интегральных теплогидравлических характеристик выбранных наклонных канавок от их 
местоположения в канале суммируются на рис. 12 для различных типов температурных граничных условий.

Тепловая эффективность Numm/Nummpl, относительные гидравлические потери ζ/ζpl и теплогидрав-
лическая эффективность ТНЕ = Numm / Nummpl / (ζ / ζpl)1/3 являются объектом внимания. Там же пока-
зана зависимость растущих перепадов статического давления ∆P, представленных в табл. 2.

Взрывной рост относительной теплоотдачи в канале от первой (Numm / Nummpl = 1.3) до 20-й канавки, 
приближающейся к 3.7 при q = const и к 2.3 T = const, сочетается с умеренным возрастанием относитель-
ных гидравлических потерь от 1.45 до 2.2. К 30-й канавке тепловая эффективность в первом случае сни-
жается до 3.2, а во втором – до 2.2 при относительных гидравлических потерях 2.1.
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Максимальная теплогидравлическая эффективность при q = const достигает 2.8, а при T = const – 1.8. 
Интересно отметить, что оказались качественно близки распределения тепловой эффективности наклон-
ных канавок при q = const и перепады статического давления ∆P в канавках.

Эволюция воздушного потока в канале с наклонными канавками, начиная от первой до 30-й канавки 
анализируется на рис. 13, 14, где представлены распределения продольной скорости U(z) поперек канала 
на высоте y = 0.5 и сравниваются профили U(z, y) в сечениях канала, соответствующих продольным ко-
ординатам центров выбранных канавок.

Трансформация равномерного на входе в канал профиля скорости в сдвиговый S-образный профиль 
в конце канала наблюдается на рис. 13. На разгонном начальном участке канала (от 1-й до 20-й канавки) 
профиль U(z) постепенно преобразуется в S-образный с формированием плато в середине канала с при-
ближением величины скорости на нем к начальной скорости в ядре, равной 1.05. Таким образом, над 
входами в канавки скорость нарастает, а максимум скорости на правой границе приближается к 1.5. В то 
же время на левой границе поток притормаживается и его скорость приближается к 0.63.

Преобразование профиля U(z, y) по мере удаления от входа канала, как видно из рис. 14, имеет пере-
ходную фазу, соответствующую начальному разгонному участку до 15-й канавки. На этом интервале 
профиль из простой ступенчатой формы эволюционирует в сложную с нарастающими выпуклостями и 
вогнутостями.

Следует учесть, что расход в канале сохраняется неизменным, а значит, локальные ускорения течения 
в слоях канала, на которые оказывает влияние смерчеобразование во входных участках канавок, должно 
компенсироваться торможением слоев течения в районах выхода из канавок. Локальное ускорение потока 
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Рис. 13. Трансформация профилей продольной со-
ставляющей скорости U(z) в продольных сечениях 
канала, соответствующих центрам выбранных кана-
вок, при у = 0.5: 1 – 1-я; 2 – 5-я; 3 – 10-я; 4 – 15-я; 
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Рис. 12. Зависимости от продольных координат центров 
1-, 5-, 10-, 15-, 20-, 25-, 30-й канавок относительной 
суммарной теплоотдачи Numm/Nummpl (маркированы 
круглыми точками) для поверхностей, ограниченных 
контурами выбранных канавок (кривые 1, 2), локальных 
гидравлических потерь участков с выбранными канав-
ками (кривая 3, маркированная квадратными точками) 
и теплогидравлической эффективности ТГЭ выбранных 
локальных участков поверхностей (кривые 4, 5, марки-
рованные ромбическими точками) при q = const (1 – 
красные точки) и T = const (2 – зеленые точки). Здесь 
же показана зависимость растущих перепадов статиче-
ского давления ∆P (кривая 6 с круглыми точками), 
представленных в табл. 2.
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над входами в канавки приводит к возникновению в этих местах максимумов скорости порядка 1.6. После 
15-й канавки намечается стабилизация профиля скорости со смещением максимума на правую границу 
канала.

Трансформация профилей декартовых составляющих скорости U(y), V(y), W(y), энергии турбулентно-
сти k(y) и нормированной вихревой вязкости Reµt(y) анализируется в двух характерных точках на дне 
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канавки: центре сечения перехода от сферического сегмента к траншее и центре траншеи для выбранных 
наклонных канавок на рис. 15, 16).

В центре внимания находятся интенсификация возвратных токов во входных частях канавок и закру-
ченного потока в них по мере удаления от входа в канал, утончение и ускорение пристеночных слоев над 
входными участками, смена режима вертикальных течений в канале, связанная с преобразованием ни-
сходящих потоков в восходящие.

Как видно на рис. 15, по мере удаления от входа профиль продольной скорости из равномерного пре-
образуется в профиль, характерный для пограничного слоя течения вдоль пластины, причем его макси-
мальная величина приближается к 1.45. Скорость в сечении у = 0 для удаленных канавок достигает 1.1, 
т.е. превышает скорость на входе в канал, налицо утончение пристеночного слоя и его ускорение.

Профиль U(y) внутри канавки сочетает в себе участки закрученного струйного потока и возвратного 
тока растущей интенсивности, причем присутствующий участок сдвигового слоя в 1-й и 5-й канавках 
дальше пропадает. Максимальная скорость возвратных токов увеличивается от 0.26 до 0.45 и стабилизуется 
на этом уровне.

Для рассматриваемых мест в канале с канавками характерно формирование нисходящего потока с рас-
тущей максимальной скоростью от 0.07 (1-я канавка) до 0.2 (удаленные канавки). Максимальная скорость 
вторичного закрученного потока растет от 0.3 (1-я канавка) до 0.65 (удаленные канавки). Турбулентность 
внутри канавок монотонно возрастает, начиная от уровня 0.01 (1-я канавка) до 0.04 (30-я канавка). Также 
растет турбулентность в ядре канала.

Нормированная вихревая вязкость внутри канавок возрастает от 3 до 7, причем в отличие от k она 
быстро стабилизируется. В ядре канала наблюдается постепенный выход на установление турбулентного 
потока.
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Рис. 16. Сравнение зависимостей от вертикальной координаты у декартовых составляющих скорости U (а), V (б), W 
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Профили продольной скорости в центрах канавок (рис. 16) показывают, что проточное течение в на-
клонных канавках быстро стабилизируется, а к 20-й канавке в ядре потока в канале формируется профиль, 
характерный для пограничного слоя. Максимум скорости приближается к 1.1. Внутри канавок по мере 
удаления от входа развивается сначала усиливающийся, а потом ослабевающий восходящий поток, мак-
симальная скорость которого оказывается порядка 0.2.

Скорость вторичного закрученного потока возрастает от 0.35 до 0.7, т.е. оказывается несколько выше, 
чем в предыдущей рассматриваемой точке на дне канавки. Турбулентность в канавках растет с их удале-
нием от входа, но ее уровень несколько ниже, чем во входных частях канавок (не выше 0.036). Величина 
нормированной вихревой вязкости также увеличивается по мере удаления канавок и оказывается выше 
(порядка 10), чем во входных областях.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Численное прогнозирование характеристик турбулентного отрывного течения воздуха и теплообмена 

в канале с высотой 1, длиной 80 и шириной 4 с плотным однорядным пакетом из 31 наклонной канавки 
умеренной глубины (0.2) и удлинения (3.5) на нагретой стенке анализируется на основе решения осред-
ненных по Рейнольдсу уравнений Навье–Стокса, замкнутых с помощью дифференциальных уравнений 
модели переноса сдвиговых напряжений, и уравнения энергии при числе Рейнольдса 6 000.

На боковых границах канала задаются условия симметрии, на входе формируется равномерной изо-
термический поток, верхняя стенка принимается изотермической, а на структурированной стенке срав-
ниваются различные температурные граничные условия: q = const и T = const.

Детально исследуется быстрое развитие аномальной интенсификации отрывного турбулентного тече-
ния воздуха и теплообмена в канавках по мере их удаления от входа, вызванное интерференцией вихревых 
следов за канавками и ускорением в ядре канального потока с формированием локальной зоны ультра-
высокой продольной скорости.

Продольные распределения относительного трения f/fpl и перепада статического давления P–Ppl, ло-
кального и проинтегрированного по поперечным полосам относительного числа Нуссельта Nu/Nupl и 
Num/Numpl носят волнообразный характер с быстрым ростом амплитуды колебаний на входном участке 
канала. Стабилизация волнообразных характеристик происходит примерно к 15-й канавке, в затем на-
блюдается умеренное снижение амплитуды колебаний этих характеристик.

Возвратные токи в канавках по мере их удаления от входного сечения усиливаются, при этом мини-
мальное отрицательное трение уменьшается от –2 до –4 на входном сферическом сегменте.

Растут сосредоточенные экстраординарные перепады статического давления между зонами торможе-
ния на наветренных склонах входных частей канавок и разрежения в ядрах смерчей на сферических сег-
ментах, причем быстро уменьшается минимальное отрицательное давление. Максимальный перепад 
(0.575) достигается к 20-й канавке с более чем двукратным превосходством над первой канавкой (0.245), 
а затем слегка снижаются к 30-й канавке (на величину порядка 13%).

Максимальные величины относительной теплоотдачи, осредненной поперек полосы, достигают 4 
примерно к 20-й наклонной канавке и далее снижаются до 3.6 к концу структурированного участка при 
q = const и доходят до 2.4, а потом уменьшаются до 2.2 при T = const. Максимальное относительное число 
Нуссельта в центральном сечении дна канавки возрастает в 7 раз при переходе от 1-й к 20-й канавке при 
q = const.

Суммарная относительная теплоотдача структурированного участка растет при q = const примерно 
в 2.75 раза, а при T = const – в 2 раза при увеличении относительных гидравлических потерь в 1.7 раза по 
сравнению с гладкостенным каналом.

Относительная теплоотдача от поверхности, ограниченной контуром 20-й наклонной канавки, дости-
гает примерно 3.7 (q = const) при 2.2 росте гидравлических потерь.

В канале наблюдается локальное ускорение потока в ядре. На разгонном начальном участке канала (от 
1-й до 20-й канавки) профиль U(z) постепенно преобразуется в S-образный с формированием плато в се-
редине канала с приближением величины скорости на нем к начальной скорости в ядре, равной 1.05. Таким 
образом, над входами в канавки скорость нарастает, а максимум скорости на правой границе приближается 
к 1.5. В то же время на левой границе поток притормаживается и его скорость приближается к 0.63.
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По мере удаления от входа профиль продольной скорости в центре сечения перехода от сферического 
сегмента к траншее из равномерного преобразуется в профиль, характерный для пограничного слоя, при-
чем его максимальная величина приближается к 1.45. Скорость в сечении у = 0 для удаленных канавок 
достигает 1.1, т.е. превышает скорость на входе в канал, налицо утончение пристеночного слоя и его 
ускорение.
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Обозначения
Nu – число Нуссельта, Nu = αH / λ
Pr – число Прандтля, Pr = μcp /λ Pr
Re – число Рейнольдса, Re = ρUcH / μ
Т – температура, К
Uс – скорость набегающего потока, м/с
U, V, W – продольная, вертикальная и поперечная декартовы составляющие скорости в отношении к Uc
cp – теплоемкость
H – высота канала, м
s – продольная координата в срединном сечении канавки в отношении к Н
t – поперечная координата в сечении стыковки сферического сегмента и траншеи в отношении к Н
k – турбулентная кинетическая энергия в отношении к Uc

2

p – давление, отнесенное к ρUc
2

x, y, z – продольная, вертикальная и трансверсальная координаты в отношении к Н
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Греческие символы
l – теплопроводность, Вт × м–1 × K–1

µ – коэффициент динамической вязкости, кг/м ×с
ρ – плотность, кг/м3

ζ – коэффициент гидравлических потерь

Индексы
min, max – минимальные и максимальные величины
pl – плоская стенка
m – параметры, осредненные по поперечной полосе
mm – параметры, осредненные по площади контрольного участка

Аббревиатуры
SST – модель переноса сдвиговых напряжений
VP2/3 – скорость–давление, 2D/3D-коды

ANOMALOUS HEAT TRANSFER ENHANCEMENT IN SEPARATED FLOW OVER 
A ZIGZAG-SHAPED DENSE PACKAGE OF INCLINED GROOVES IN A 

CHANNEL WALL AT DIFFERENT TEMPERATURE BOUNDARY CONDITIONS
S. A. Isaeva, b, *, O. O. Mil’manc, A. A. Klyusb, D. V. Nikushchenkoa, D. S. Khmaraa,  

and L. P. Yunakovd

a St. Petersburg State Marine Technical University, St. Petersburg, 190121 Russia
b St. Petersburg State University of Civil Aviation, St. Petersburg, 196210 Russia

c Scientific and Production Implementation Company "Turbokon", Kaluga, 248010 Russia
d Baltic State Technical University VOENMEKH, St. Petersburg, 190005 Russia

* E-mail: isaev3612@yandex.ru

Rapid development of the anomalous enhancement of separated turbulent Re = 6000 air flow and heat transfer 
in an in-line single-row package of 31 inclined grooves, 0.2 in dimensionless depth, in a singled-out longitudinal 
region of the wall of a narrow channel is studied. It is due to the interference of vortex wakes behind the grooves 
and the acceleration in the channel flow core with the formation of a zone of ultrahigh longitudinal velocity. The 
wave-shaped parameter characteristics are stabilized in the region of approximately 15th groove, whereupon the 
oscillation amplitudes are moderately reduced. The return flows in the grooves are enhanced with distance from 
the entry section, the minimum negative friction diminishing from −2 to −4. The total relative heat removal from 
the structured region increases at q  = const by a factor of approximately 2.75 and by the factor of two at T  = const 
with increase in the relative hydraulic losses by the factor of 1.7, as compared with the case of a plane–parallel 
channel. The relative heat removal from the surface bounded by the contour of the 20th inclined groove amounts 
to 3.7 (q  = const) with increase in the hydraulic losses by the factor of 2.2. An increase in the local maximum of 
the longitudinal velocity up to a factor of 1.5, as compared with the mean-mass velocity, can be observable.
Keywords: anomalous enhancement, interference, inclined grooves, narrow channel, separation flow, vortex heat 
transfer, air, conditions of the first and second kind
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Обсуждаются точные решения системы уравнений линейной теории мелкой воды, представляющие 
собой бегущие волны со специфическим свойствами на временных интервалах распространения, ко-
торое бесконечно при приближении к берегу и конечно при уходе на глубокую воду. Решения получены 
с помощью сведения одномерных уравнений мелкой воды к уравнению Эйлера–Пуассона–Дарбу 
с отрицательным целым коэффициентом перед младшей производной. Проведен анализ динамики 
волнового поля. Показано, что форма волны, подходящей к берегу, будет дифференцироваться опре-
деленное число раз, что проиллюстрировано на ряде примеров. При движении волны от берега ее про-
филь интегрируется. Полученные решения в рамках линейной теории справедливы только на конечном 
интервале изменения глубины.
Ключевые слова: уравнение Эйлера–Пуассона–Дарбу, волновое уравнение с переменными коэффици-
ентами, линейная теория мелкой воды
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Большим испытанием даже для современных морских судов являются штормовые волны и цунами. 
Моделирование таких природных явлений просто необходимо как для кораблестроения и судоходства, 
так и для постройки береговых сооружений. В качестве одного из возможных вариантов математических 
моделей описания длинноволновых процессов в океане может быть выбрано приближение мелкой воды, 
точные решения линейной версии которого и будут обсуждаться в нашей статье.

Важной задачей является изучение волн, распространение которых происходит без отражения. И, сле-
довательно, волна будет перемещаться на большие расстояния без потери энергии. Описывать такие волны 
могут решения, представимые в виде суммы бегущих волн f (x + t), где f – произвольная функция, x – это 
координата, а t – время. Как известно, отражение очень мало в плавно неоднородных средах, где можно 
эффективно применять ассимптотические методы, в силу наличия малого параметра – отношения длины 
волны к масштабу неоднородностей.

В линейной теории мелкой воды такие волновые процессы хорошо изучены [1–3], и, например, с по-
мощью этого подхода выведен известный закон Грина, когда амплитуда волны изменяется пропорцио-
нально h-1/4, где h(x) – глубина бассейна.

Если смотреть на вопрос наличия волн, распространяющихся без отражения, с точки зрения матема-
тики, то можно попробовать свести уравнения мелкой воды к уже известным уравнениям математической 
физики с решениями в виде суммы бегущих волн. Идея преобразований к уравнениям с известными ре-
шениями является одним из классических методов нахождения точных решений линейных и нелинейных 
моделей неоднородных сред [4–6].

Уравнения мелкой воды уже преобразовывались к волновому уравнению [7, 8], уравнению Клейна–
Гордона (см., напр., работу [14]), а также к уравнению Эйлера–Пуассона–Дарбу с четным коэффициен-
том 2m, m ∈  Z перед младшей производной [9].
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При изучении последнего сведения выяснилось, что для положительных и отрицательных коэффици-
ентов 2m динамика волн будет принципиально отличаться. Для случая положительных m качественный 
анализ был приведен в работе [9]. В данной же статье мы даем представление о поведении волн, получен-
ных сведением к уравнению Эйлера–Пуассона–Дарбу с целым отрицательным коэффициентом перед 
младшей производной.

Статья организована следующим образом. В разд. 1 приведены одномерные уравнения линейной 
теории мелкой воды для волн, распространяющихся над неровным дном, а также кратко описан процесс 
их сведения к уравнению Эйлера–Пуассона–Дарбу. В разд. 2 отмечаются основные особенности полу-
ченного решения. При этом находится также второй компонент волнового поля – усредненная по глубине 
скорость. В разд. 3 и 4 приводятся примеры, которые иллюстрируют характерное поведение волн для 
таких сведений с различными отрицательными целыми m. Полученные результаты суммируются в разд. 6 
и заключении.

1. CВЕДЕНИЕ УРАВНЕНИЙ МЕЛКОЙ ВОДЫ К УРАВНЕНИЮ ЭЙЛЕРА–ПУАССОНА–ДАРБУ
Динамику одномерных длинных волн, распространяющихся в водоеме переменной глубины, можно 

описать с помощью уравнений мелкой воды:

	 ( ) = 0,h x u
t x

∂h ∂
 +  ∂ ∂

	 (1)

	 = 0,
u

g
t x

∂ ∂h
+

∂ ∂
	 (2)

где h(x, t) – смещение водной поверхности; u(x, t) – усредненная по глубине скорость течения; h(x) – глу-
бина воды (расстояние от дна до уровня воды в состоянии штиля); g – ускорение свободного падения.

Будем считать, что точка x  = 0 – это берег, и изменение глубины происходит вдоль оси x (рис. 1). Гра-
ничное условие в точке x  = 0 будет обсуждаться ниже. На бесконечности принимается условие свободного 
ухода волн, т.е., в некоторой, достаточно удаленной, точке x  = L0 мы полагаем

	 ( ) = 0.c x
t x

∂h ∂h
+

∂ ∂
С помощью элементарных преобразований из уравнений (1) и (2) мы можем исключить скорость u, 

перейдя к волновому уравнению на смещение h:

	 ( )
2

2
2

= 0,c x
x xt

∂ h ∂ ∂h -  ∂ ∂∂  
	 (3)

где

	 ( ) ( )= .c x gh x

h(x)
0

x

η

Рис. 1. Геометрическое представление распространения волн.
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Решив это уравнение, мы можем найти второй компонент волнового поля, например из уравнения (2), 
как

	 ( ) ( ), = , .u x t g x t dt
x

∂
- h

∂ ∫ 	 (4)

Теперь для целостности изложения кратко повторим способ, описанный в работе [13], с помощью 
которого будет получено решение для определенных конфигураций дна h(x) уравнения (3). Для этого 
предположим, что смещение представляется в виде

	 ( , ) = ( ) [ ( ), ],x t A x G x th t 	 (5)

где ( ),A x  ( ),xt  ( , )G tt  – некоторые, пока неизвестные, произвольные гладкие функции. Проведя подста-
новку (5)  в уравнение (3), получаем

	
22 2

2 2 2 2
2 2

= 0.
G d G d d dA d G d dA

A c c A c c G
dx dx dx dx dx dx dxt
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	 (6)

Теперь, потребовав следующие условия:

	
2
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dx
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cA c A
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d dA

c
dx dx

 
 
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	 (9)

уравнение (6) сведем к уравнению Эйлера–Пуассона–Дарбу (10) (решаемому на полуоси t > 0):

	
2 2

2 2

2
= 0.

G G m G

t

∂ ∂ ∂
- -

t ∂t∂ ∂t
	 (10)

Известно [10–12], что при целых (неважно, положительных или отрицательных) m решением этого 
уравнения является линейная комбинация произвольных функций и их производных, которые в свою 
очередь зависят от суммы и разности t и t. При A(x) = 1 условие (9) автоматически выполняется, и решение 
на смещение (для отрицательных m) тогда записывается как

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
| |

=0

, = , = ,
m

k kk
k

k

x t G x t a f t g t  h t t t + + t -    ∑ 	 (11)

где производная берется по всему аргументу, и коэффициент a0 в силу линейности можно принять рав-
ным 1 (функции f и g при этом имеют размерность смещения). Коэффициент a1 = -a0 = -1, а дальнейшие 
коэффициенты ak можно искать по следующей формуле (обобщение выражений из [10]):

	 ( ) ( )

11
| | 1

1
2| | 1

2 !
= 1 ,  где =

! !

kk
k m k

k nk
m

A n
a A

k n kA

--
-

-
-

-
-

или брать их из решения для положительных m (коэффициенты при одинаковых слагаемых для решений 
при m > 0 и -m + 1 совпадают).

Уравнения (7) и (8) дают выражения для неизвестной функции t(x), профиля дна h(x) и скорости волны 
c(x) (с точностью до сдвига координаты по оси x):

	 ( )
4

2 1

0( ) = / ,

m

m

h x h x L
+

	 (12)

	 ( )
1

2 1

0( ) = / ,
m

x x L
+

t t 	 (13)
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	 ( ) ( )
( )

2

2 1

0

2 11
= = ,

m

mm L x
c x

x L

++  ± ±  ′t t  
	 (14)

где 0h +∈ R  – это глубина водоема на расстоянии L от берега; 0 +t ∈ R  – время, за которое волна от точки 
L уйдет на бесконечность. Именно такой выбор согласуется с рис. 1, ведь тогда берегом является точка 
x  = 0. Все профили дна лежат между x2 и x4, при этом предельным случаем, как и при положительных m, 
будет профиль x2.

Особенностью этих решений является то, что, с одной стороны, вблизи берега время движения волны 
t стремится к бесконечности, и это значит, что волна не может достичь берега за конечное время. С другой 
стороны, волна уходит на бесконечность за конечное время, сильно ускоряясь. Оба предельных случая 
лежат за рамками линейной теории мелкой воды, и мы это обсудим в заключении. Здесь же ограничимся 
рассмотрением произвольного интервала (a,b), < < < 0.a b-∞

2. УЕДИНЕННАЯ ВОЛНА, ДВИЖУЩАЯСЯ К БЕРЕГУ
В дальнейшем мы будем рассматривать только функции смещения и скорости из пространства L2,  

описывающие волны с конечной энергией (уединенные волны). Смещение волны, приближающейся к 
берегу, записывается как

	 ( ) ( ) ( )
| |

=0

, = .
m

kk
k

k

x t a f th t t +∑ 	 (15)

Теперь найдем выражение для усредненной по глубине скорости волны, бегущей к берегу:

	

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

| |

=0
| | | |

11

=0 =0

= =

= ,
( )

mt kk
k

k
m m

k k kk k k
k k k

k k

u g a f t dt
x

g g
a k f t a f t b f t

c x c x

-∞

--

∂  - t t +  ∂

 = t t + + t t + t t +  

∑∫

∑ ∑
	

(16)

где 1= ( 1)k k kb a k a ++ +  вплоть до | | 1m -  и | | | |= .m mb a  Здесь мы воспользовались тем, что t ′= -1/c. Легко 
заметить, что дополнительного интеграла в скорости, в отличие от случая положительного m, не появится 
в силу коэффициента перед ним – k = 0. Отметим, что 0 = 0b  всегда, поскольку 0 0 1= = 1 1 = 0,b a a+ -  
поэтому мы можем переписать скорость как

	 ( ) ( )
| |

( )

=1

= .
m

k k
k

k

g
u b f t

c x
t t +∑ 	 (17)

Рассмотрим ситуацию, когда волна подходит к берегу издалека. В этом случае можно считать, что волна 
описывается приближенно как
	 ( ) ( ), ,x t f th ≈ t +

поскольку все остальные слагаемые в сумме будут давать незначительный вклад в (15). Отметим, что в силу 
большой глубины далеко от берега усредненная по глубине скорость течения мала, так что можно не при-
водить для нее соответствующего выражения. А при приближении волны к берегу в решении будут пре-
валировать все более высокие производные от функции f. Тогда очевидно, что 0 ( , )x a b∀ ∈  будет выпол-
няться:
	 0lim ( , ) 0.

t
x t

→∞
h =

Поэтому мы остаемся в пространстве волн с конечной энергией, и никаких дополнительных условий 
на функцию f накладывать не надо, в отличие от обратного случая – отхода волны от берега (см. далее).

3. УСЛОВИЯ НА НАЧАЛЬНУЮ ФОРМУ ВОЛНЫ, ДВИЖУЩЕЙСЯ ОТ БЕРЕГА
Отдельно выделим случай волны, заданной в точке x0 вблизи берега как | | ( )m

ma tt j  и идущей от него. 
В таком случае в формуле (11) присутствует только функция g(t – t), и у берега превалирует |m|-я произ-
водная функции g. При этом верно асимптотическое равенство (в зависимости от близости к берегу)
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	 ( ) ( ) ( )| |
0 0 ,mt g tj t - ≈ t -

в то время как на бесконечности будет превалировать сама функция g, т.е.

	 ( ) ( )2
1 1= ... ... .

t t

mg t t dt dt
-∞ -∞

j∫ ∫
Для наглядности перепишем решение на смещение через функцию j(t):

	

( ) ( )

( )

( )

| | | | 1
| | | | 1 1 1

| | 2 1
| | 2 1 1 2

2
0 1 1

, = ( )

...

... ... ,

tm m
m m

t tm
m

t t

m

t a t a t dt

a t dt dt

a t dt dt

-
- -∞

-
- -∞ -∞

-∞ -∞

h t t j + t + t j + t +

+ t j + t + +

+ j + t

∫
∫ ∫

∫ ∫
и, чтобы остаться в пространстве волн с ограниченной энергией, понятно, что достаточно потребовать, 
чтобы все интегралы вплоть до |m|-го порядка по R равнялись нулю, поскольку отличие от него хотя бы 
одного интеграла повлечет за собой расходимость последующих:

	 1 1( ) = 0,t dt
+∞

-∞
j∫

	 2
1 1 2( ) = 0,

t
t dt dt

+∞

-∞ -∞
j∫ ∫

	 ...

	 2
1 1... ( ) ... = 0.

t

mt dt dt
+∞

-∞ -∞
j∫ ∫

Данное условие в точности повторяет условие на решения для уравнения Эйлера–Пуассона–Дарбу 
с натуральным m, однако с существенным изменением – они накладываются на форму волны, задаваемую 
у берега и бегущую от него, а не наоборот. Выражение для скорости волны не имеет в своей записи более 
высоких интегралов от j, поэтому дополнительных ограничений на класс j(t) оно не внесет.

Далее приведем несколько примеров, иллюстрирующих сходства и расхождения поведения волн при 
сведении к уравнению Эйлера–Пуассона–Дарбу с различными отрицательными m.

4. РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЙ МЕЛКОЙ ВОДЫ ПРИ m = –1
В качестве первого примера рассмотрим поведение волн при сведении к уравнению Эйлера–Пуас-

сона–Дарбу при m = –1. Профиль безотражательного дна в данном случае задается уравнением

	 4
0( ) = ( / ) ,h x h x L

а ( )xt  и ( )c x  задаются как

	 ( ) ( )
2

0
0

= , = .
L L x

x c x
x L

 
t t   t  

Смещение волны, бегущей к берегу:

	 ( ) ( ) ( )
( )

, = .
f t x

t x f t x x
t

 ∂ + t  h + t - t  ∂
	 (18)

У первого слагаемого амплитуда не меняется, второе слагаемое прямо пропорционально h-1/4, поэтому 
все решение вблизи берега будет удовлетворять закону Грина (превалирует второе слагаемое), а вдали от 
берега амплитуда будет практически константой (основной вклад дает первое слагаемое). Выражение для 
усредненной по глубине скорости

	 ( ) ( )
( ) ( )( ), =

g x
u x t f x t

c x

t
′- t + 	 (19)
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состоит из одного слагаемого и также никаких ограничений не приносит. Амплитуда пропорциональна 
h-3/4 – закон Грина для скорости выполняется везде (этот результат уже был получен в [7]).

Пусть в некоторой точке (достаточно удаленной от берега) задана уединенная волна вида

	
2

2
( ) = exp ,

t
f t A

T

 
- 
  

	 (20)

где A – амплитуда волны, а T характеризует ее длительность. Дальнейшие расчеты мы будем проводить в 
нормализованных переменных / = ,dAh h  / = ,dt T t  / = ,dx L x  0 / = dh u g A u  (индекс d означает безраз-
мерность физической величины). Тогда мы будем иметь дело только с одним параметром a = T/t0, физи-
ческий смысл которого – это время распространения волны в единицах периода.

Тогда решения (18) и (19) записываются как

	
2

2
= exp 1 ,d d d

d d d

a a a
t a t a

x x x

       h - + + + + +    
        

	 (21)

	
2

2
= exp .d d d

d d d

a a a
u t a t a

x x x

     - + + + +   
     

	 (22)

В такой записи сразу же становится видно, что при малом параметре а смещение не будет практически 
отличаться от заданной функции f в точке x  = -L, а при большом – отличаться сильно, больше напоминая 
производную функции f. Однако очевидно, что в независимости от a на бесконечности смещением будет 
чисто гауссовский импульс.

Возьмем, например, такой импульс, что в точке x  = -L он в 10 раз короче t0, т.е. a  = 10. На рис. 2–4 
представленна трансформация решений смещения и скорости.

Вдали от берега (см. рис. 2) импульс – чисто гауссовский. Графики практически не сдвигаются на 
рисунке – так и должно быть: у волны очень большая скорость движения, поэтому из точки x  = -70L она 
практически сразу же приходит в x  = -10L. Затем форма волны не интегрируется, как в случае с натураль-
ным m, а дифференцируется, что можно заметить на рис. 3 (слева). Амплитуда ее растет по закону Грина, 
и при этом волна все сильнее и сильнее замедляется. Далее происходит обрушение, чего линейная теория 
не учитывает (см. рис. 4). Рисунки 2–4 (справа), как и предполагала формула, иллюстрируют рост ампли-
туды и неизменность формы графика скорости.

t/T

η/
A

η(−10L, t)
η(−20L, t)
η(−30L, t)
η(−70, t)

t/T

u(−10L, t)
u(−20L, t)
u(−30L, t)
u(−70L, t)

Рис. 2. Мареограммы смещения (а) и скорости (б) вдали от берега.
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5. РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЙ МЕЛКОЙ ВОДЫ ПРИ m = -2
Теперь рассмотрим пример сведения к уравнению Эйлера–Пуассона–Дарбу с m = -2. Профиль дна 

в таком случае выражается как
	 8/3 8/3

0( ) = ( / ) ,h x h x L x∼

	
4 /3

1/3 1/3 4 /3
0

0

3
( ) = ( / ) , ( ) = .

L x
x L x x c x x

L
-t t ∼ ∼

t

Волновое поле импульса, бегущего к берегу, для этого случая описывают выражения

	 ( ) ( ) ( ) ( )21
, = ,

3
t f t f t f t′ ′′h t t + - t t + + t t + 	 (23)

Рис. 3. Мареограммы смещения (а) и скорости (б) в окрестности L.

Рис. 4. Мареограммы смещения (а) и скорости (б) при подходе к берегу.

t/T

η/
A

η(−0.3L, t)
η(−0.5L, t)

η(x=−3L, t)
η(−L, t)

t/T

u(−0.3L, t)
u(−0.5L, t)

u(x=−3L, t)
u(−L, t)

t/T

η/
A

η(−0.2L, t)
η(−0.15L, t)
η(−0.1L, t)

t/T

u(−0.2L, t)
u(−0.15L, t)
u(−0.1L, t)
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	 ( ) ( ) ( ) ( )2, = .
3

g
u t f t f t

c x
 ′′ ′t t t + - t t +  	 (24)

Из формул (23) и (24) легко заметить, что функция смещения водной поверхности при подходе к берегу 
будет дважды трансформироваться – дифференцироваться, а скорость притерпит только одну трансфор-
мацию, что также следует из серии рис. 5–7.

Для иллюстрации наших соображений возьмем ту же функцию, что и в первом примере:

	 ( ) 2 2= exp .f t A t T - 
Тогда мы можем записать решение в виде

	
2 22

2

2 4 2
= exp 1 ,

3 3d d d d
d d d dd

a a a a a
t a t a t a

x x x xx

             h - + + + + + + + + -      
             

η/
A

η(x=−4000L, t)
η(−6000L, t)

t/T t/T

u(−4000L, t)
u(−6000L, t)

Рис. 5. Мареограммы смещения (а) и скорости (б) вдали от берега, и постепенная трансформация формы волны.

Рис. 6. Мареограммы смещения (а) и скорости (б) на промежуточных расстояниях до берега.

t/T

η/
A

η(−10L, t)
η(−20L, t)
η(−40L, t)
η(−60L, t)

t/T

u(−10L, t)
u(−20L, t)
u(−40L, t)
u(−60L, t)
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а скорость – как 

	
2 22

4 /3 2

1 2 2
= exp ( ) 2 1) .

3
d d d d

d d d ddd

a a a a a
u t a t a t a

x x x xx x

           - + + - + + + + + -    
           

Аналогичную роль в решении играет параметр a – чем он больше, тем более различны в точке L вели-
чины f и h. Как и раньше, возьмем t0 = 10T. Тогда получим результаты, которые иллюстрируют графики 
на рис. 5–7. При этом максимальные значения смещения и скорости у берега подчиняются закону Грина, 
что можно заметить и для общего случая m: 2/3 1/4x h- -h ∼ ∼  и 2 3/4.u x h- -∼ ∼

6. ОСНОВНЫЕ ЗАКОНОМЕРНОСТИ ПОЛУЧЕННОГО ВОЛНОВОГО ПОЛЯ
Рассмотрев два примера, а также обратив внимание на формулы (11) и (17), можно выделить основные 

закономерности для случаев сведения (к уравнению Эйлера–Пуассона–Дарбу) с различными отрицатель-
ными m.

1. Смещение водной поверхности трансформируется | m | раз, и к берегу подходит | m |-я производная 
изначальной функции смещения с растущей амплитудой.

2. При этом если волна задается у берега, то на бесконечность уходит, наоборот, | m |-й интеграл, и по-
является серия ограничений на класс начальных мареограмм.

3. График усредненной по глубине скорости трансформируется | m | – 1 раз, и к берегу подходит (| m | – 1)-я 
производная изначальной функции скорости (| m |-я производная изначальной функции смещения) с рас-
тущей амплитудой.

4. Ассимптотика амплитуды волны вблизи берега для любого m удовлетворяет закону Грина (~h-1/4), 
как и максимальные значения скорости: u  ~ h-3/4. 

5. Ассимптотики смещения (~const) и скорости (~h1/(4m) – 1/2) вдали от берега в общем случае не удовле-
творяют закону Грина (исключением является только ассимптотика скорости при m = -1). Хотя понятно, 
что приближения мелкой воды в данном случае уже работать не будут, и этот случай нужно рассматривать 
отдельно.

Также стоит отметить, что если для положительных m закон Грина выполнялся вдали от берега [9] – то 
для отрицательных m все стало ровно наоборот – он выполняется вблизи берега.

6. Волна не может достичь береговой линии, ее время прохождения стремится к бесконечности. То есть 
при подходе к берегу волна все сильнее и сильнее замедляется. Если амплитуда волны сильно нарастает 

Рис. 7. Мареограммы смещения (а) и скорости (б) при подходе к берегу.
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и волна не добегает до берега, это означает, что волна обрушится, и в рамках линейной теории анализи-
ровать поведение волны вблизи берега мы не можем. Но на конечных расстояниях это будет физически 
разумным решением.

Волна же, бегущая от берега, достигает бесконечность за конечное время. Такое поведение можно 
объяснить тем, что мы выходим за рамки начальных приближений мелкой воды – глубина будет расти как 
~ x4m/(2m + 1). Мы не можем как приблизится к берегу, так и уйти далеко от него, поэтому, как и предлагалось 
выше, необходимо рассматривать это решение только на промежутке (a, b).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Проведено обсуждение свойств точных решений уравнений мелкой воды, полученные сведением сис-

темы уравнений мелководья к уравнению Эйлера–Пуассона–Дарбу отрицательными целыми m. Получено 
аналитическое решение для всего волнового поля – как для смещения, так и для усредненной по глубине 
скорости. Решения проиллюстрированы примерами. Выявлены основные закономерности в поведении 
волнового поля.

В дальнейшем авторы предполагают изучить различные режимы трансформации бегущей волны на 
урезе, а также ее уход на бесконечность, где нужно будет рассматривать задачу в рамках нелинейной теории, 
как, например в [13], поскольку в этих областях уже будут важны дисперсия и нелинейность.
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LINEAR WAVES IN SHALLOW WATER OVER AN UNEVEN BOTTOM, 
SLOWING DOWN NEAR THE SHORE

I. E. Melnikov*, E. N. Pelinovsky**
* E-mail: melnicovioann@gmail.com

** E-mail: pelinovsky@appl.sci-nnov.ru

The exact solutions of the system of equations of the linear theory of shallow water are discussed, representing 
traveling waves with specific properties for the time propagation, which is infinite when approaching the shore 
and finite when leaving for deep water. These solutions are obtained by reducing one-dimensional shallow water 
equations to the Euler–Poisson–Darboux equation with a negative integer coefficient before the lower derivative. 
The analysis of the wave field dynamics is carried out. It is shown that the shape of a wave approaching the shore 
will be differentiated a certain number of times, which is illustrated by a number of examples. When a wave moves 
away from the shore, its profile is integrated. The solutions obtained in the framework of linear theory are valid 
only for a finite interval of depth variation.
Keywords: Euler–Poisson–Darboux equation, wave equation with variable coefficient, linear shallow water theory
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Представлены результаты исследования устойчивости пограничного слоя над стреловидным крылом 
с участком отсоса газа через стенку по нормали к поверхности при числе Маха 2. Для рассмотренного 
режима течения доминирующим типом неустойчивости в пограничном слое является неустойчивость 
поперечного течения. Влияние отсоса газа на развитие неустойчивых мод в пограничном слое проводится 
с помощью линейной теории устойчивости и метода прямого численного моделирования. Численное 
моделирование ламинарных (невозмущенных) полей течения с участками отсоса газа и полей течения 
с возмущениями производится с помощью интегрирования уравнений Навье–Стокса. В рамках линей-
ной теории устойчивости производится анализ с помощью eN-метода. Положение области отсоса ва-
рьируется с сохранением интегральной интенсивности. Показана возможность существенного подав-
ления роста неустойчивых мод за счет оптимального расположения области отсоса.
Ключевые слова: неустойчивость поперечного течения, отсос, линейная теория устойчивости, прямое 
численное моделирование
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ВВЕДЕНИЕ
Одним из способов снижения сопротивления трения при обтекании летательных аппаратов является 

активное управление устойчивостью пограничного слоя с помощью выдува/отсоса газа через проницаемую 
поверхность. Для гладких аэродинамических конфигураций при малом фоне возмущений в набегающем 
потоке обычно реализуется сценарий перехода, вызванный нарастанием собственных мод пограничного 
слоя.

При дозвуковых и умеренных сверхзвуковых скоростях доминирующими типами неустойчивости на 
крыльях самолетов являются волны Толлмина–Шлихтинга (ТШ) и неустойчивость поперечного течения 
(CF-неустойчивость, от англ. Cross-Flow).

Волна ТШ имеет вязкую природу, ее инкременты роста связаны со второй производной скорости 
среднего течения на стенке. При отсосе профиль пограничного слоя становится более наполненным и это 
приводит к стабилизации возмущений данного типа. Уменьшение толщины пограничного слоя также 
приводит и к ослаблению поперечной компоненты скорости, вызванной разницей в направлении гради-
ента давления и течения на верхней границе пограничного слоя для стреловидных крыльев. 

Известно, что уменьшение поперечной компоненты скорости является одним из основных способов 
подавления развития неустойчивостей поперечного течения [1]. Таким образом, отсос газа из пограничного 
слоя в общем приводит к стабилизации течения и более позднему ламинарно-турбулентному переходу [2].

Распределение интенсивности отсоса по поверхности также является важным параметром. В работе 
[3] для автомодельных двух- и трехмерных пограничных слоев были найдены оптимальные с точки зрения 
затягивания перехода распределения интенсивности отсоса: область отсоса должна располагаться в окрест-
ности точки потери устойчивости пограничного слоя. Для двумерных конфигураций течения данный 
результат также подтверждается экспериментальной работой [4].

Влияние отсоса пограничного слоя на сверхзвуковые стреловидные конфигурации изучено менее де-
тально, чем на дозвуковые и трансзвуковые. Авторам известен один полетный эксперимент [5], в котором 
была продемонстрирована применимость отсоса пограничного слоя для затягивания ламинарно-турбу-
лентного перехода на сверхзвуковом крыле.
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В экспериментальной работе [6] произведено исследование влияния участка отсоса газа на устойчивость 
пограничного слоя на поверхности стреловидного крыла с параболическим профилем при числе Маха 2 
в аэродинамической трубе. Отсос газа производился с помощью проницаемой пористой вставки на по-
верхности модели. При этом в качестве материала вставки использовался спекаемый металлический по-
рошок, который обеспечивает гораздо больший коэффициент пористости, чем традиционный способ 
лазерного сверления отверстий.

В последнем случае во многих экспериментальных работах отмечались краевые эффекты на границах 
отверстий, ухудшающие эффективность всей системы и затрудняющие теоретический анализ в связи с по-
явлением немодальных сценариев ламинарно-турбулентного перехода. Численный анализ устойчивости 
пограничного слоя с учетом таких краевых эффектов и геометрии системы отсоса производился в работе [7].

В работе [8] выполнен численный анализ эксперимента [6]. В частности, с помощью eN-метода были 
рассчитаны инкременты роста стационарных вихрей неустойчивости поперечного течения, а также на 
основе экспериментальных данных получены значения критических N-факторов для модели с проница-
емой вставкой. Оказалось, что для нестационарных неустойчивостей поперечного течения значения 
критических N-факторов практически не зависели от наличия вставки, что свидетельствует о реализации 
сценария перехода, связанного с ростом собственных мод пограничного слоя.

В работе [9] производился анализ устойчивости стационарных вихрей поперечного течения в погра-
ничном слое на крыле для различных интенсивностей отсоса, при этом параметры течения соответствовали 
эксперименту [6].

В нашей работе численно исследуется развитие CF-неустойчивостей в пограничном слое на крыле 
с параметрами течения, соответствующими работе [6]. Развитие возмущений моделируется с помощью 
как линейной теории устойчивости (ЛТУ), так и прямого численного моделирования (ПЧМ) уравнений 
Навье–Стокса.

В отличие от экспериментальной установки, где вставка с пористым покрытием, через которую осу-
ществлялся отсос, была фиксирована на крыле, в данной работе производится варьирование данной об-
ласти. При этом интегральная интенсивность отсоса остается постоянной. Для рассматриваемой геометрии 
крыла найдена оптимальная с точки зрения подавления стационарных мод CF-неустойчивостей область 
с отсосом газа из пограничного слоя.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И МЕТОД ИССЛЕДОВАНИЯ
Моделирование обтекания стреловидного крыла выполняется путём решения уравнений Навье–Стокса 

для идеального сжимаемого газа. Рассматривается бесконечное стреловидное крыло с параболическим 
профилем, форма которого задается соотношением y = 2ex(1 – x), где e = 0.13 – относительная толщина 
профиля (рис. 1). 

Задача решается в следующей прямоугольной системе координат: ось x направлена вдоль оси симметрии 
хорды крыла, ось z – по размаху крыла, ось y перпендикулярна осям x и z. Применяется трехмерная фор-
мулировка уравнений в консервативной безразмерной форме.

Координаты нормируются на характерную длину L*; зависимые переменные {u, v, w, T} – на соответ-
ствующие значения в набегающем потоке {U *∞,T *∞}, а давление p – на удвоенный скоростной напор r *∞,U *∞

2.
Здесь и далее верхний индекс * означает размерные величины. В качестве масштаба длины обезразме-

ривания в данной работе используется L* = c* = 0.3 м, где c* – длина хорды модели (в направлении перпен-
дикулярно передней кромке). Угол скольжения крыла c = 30° (вектор скорости набегающего потока имеет 
компоненты * *{ cos ,�0,� sin }).U U∞ ∞c c  Единичное число Рейнольдса в набегающем потоке Re1 = 30 × 106 м–1, 
соответственно число Рейнольдса по хорде крыла Rec = 9 × 106. Температура поверхности модели Tw

* = 290 K. 
Все указанные параметры соответствуют параметрам экспериментальной установки [6].

Уравнения Навье–Стокса интегрируют с помощью авторского пакета расчетных программ [10], кото-
рый реализует неявный метод конечного объема сквозного счета с аппроксимацией второго порядка по 
пространству и времени. Используется TVD-схема с приближенным решателем задачи распада разрыва 
методом Роу. Реконструкция зависимых переменных на границах ячеек сетки выполняется с использова-
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нием подхода WENO3, который эффективно дает 
аппроксимацию по пространству конвективных сла-
гаемых третьего порядка.

Развитие вихрей неустойчивости поперечного 
течения в рамках метода прямого численного моде-
лирования исследуется с помощью искусственного 
стационарного возмущения в виде полосы периоди-
ческого в поперечном направлении искажения мас-
сового расхода газа вида вдув–отсос:

( ) cos sin 2 .
2

c
w

z

x x z
v

r

 - r = e p p   l   

Генератор возмущений располагается в окрестности 
точки потери устойчивости для наиболее усиливающихся возмущений поперечного течения (положение 
генератора xc ≈ 0.06, точка потери устойчивости для различных длин волн стационарных вихрей неустой-
чивости поперечного течения xпр ≈ 0.07–0.08). Амплитуда возмущения e = 10-5 выбирается достаточно 
малой для обеспечения линейного развития пакета волн неустойчивости.

Ширина области генерации возмущения в продольном направлении 2r  = 0.02 (область действия гене-
ратора в продольном направлении c cx r x x r- ≤ ≤ + ). Длина волны lz = 0.004 соответствует наиболее 
усиливающимся на выходе из расчетной области (x  = 0.5) стационарным CF-возмущениям согласно ли-
нейной теории устойчивости.

В рамках этой теории характеристики устойчивости пограничного слоя исследуют с использованием 
авторского кода [11]. Рассматривается усиление стационарных вихрей неустойчивости поперечного тече-
ния, распространяющихся в пограничном слое, полученном при решении уравнений Навье–Стокса 
(ламинарное поле течения с отключенным генератором).

В рамках локально-параллельного приближения рассматривают возмущения газодинамических вели-
чин вида ( )( )expq y i x i z i ta + b - w . Здесь a = ar + iai – комплексное волновое число, получающееся в ре-
зультате численного интегрирования однородной краевой задачи на собственные значения; a(w; x) зави-
сит от круговой частоты волны w и продольной координаты x как от параметра.

В нашей работе в основном рассматриваются стационарные вихри неустойчивости поперечного тече-
ния (частота w = 0). Если ai < 0, то амплитуда волны растет вниз по потоку с инкрементом s(w; x) = -ai, а 
ее интегральное усиление характеризуется N-фактором 

	 ( )
( )

( )
0

;� ;� ,
x

x

N x x dx
w

w = s w∫  

где x0 – точка потери устойчивости, лежащая на нижней ветви нейтральной кривой.

2. ПРЯМОЕ ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ РАЗВИТИЯ ВИХРЕЙ  
НЕУСТОЙЧИВОСТИ ПОПЕРЕЧНОГО ТЕЧЕНИЯ

Отсос пограничного слоя через стенку моделируется на конечном участке, а интенсивность задается 
коэффициентом отсоса ( ) ,2Req w w xc x v ∞= r , где , ,e R .R ex Lx∞ ∞=  Отсосу газа из пограничного слоя внутрь 
стенки соответствуют отрицательные значения коэффициента cq. Отсос задается в области    1 2,s sx x x≤ ≤
значения xs1, xs2 варьируют для разных расчетных случаев.

Выход с участка без отсоса на постоянное значение коэффициента cq внутри проницаемой области 
происходит плавно в достаточно узких областях 1 10.5 0.5s sx D x x D- ≤ ≤ +  и 2 20.5 0.5s sx D x x D- ≤ ≤ +  
по формуле ( )max

0cos /q qc c x x D= p - , где D = 0.01 – протяженность переходных областей.
Расчеты проводятся для случаев постоянного коэффициента отсоса cq = const = {0.0,-0.80,-1.37,-2.40,-4,8}. 

Для выбранного режима течения на крыле без отсоса для стационарных вихрей неустойчивости попереч-
ного течения реализуются характерные максимальные N-факторы N ≈ 5–7, что соответствует критическим 
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Рис. 1. Геометрия профиля крыла. Синим отмечено 
типовое положение области отсоса.
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значениям для начала ламинарно-турбулентного 
перехода в условиях аэродинамической трубы с уме-
ренным фоном возмущений в набегающем потоке.

Расчетная область расположена над верхней по-
верхностью полукрыла с ортогональной структури-
рованной многоблочной сеткой из 3001 × 401 × 41 
узлов в направлении вдоль пластины, по нормали к 
стенке и вдоль размаха крыла соответственно 
(рис. 2).

Такое количество узлов обусловлено предвари-
тельными расчетами, в рамках которых была осуще-
ствлена проверка сходимости по сетке. Указанное 
выше число узлов по заданным направлениям га-
рантировало достаточное разрешение возмущений 
при прямом численном моделировании.

Граничные условия задаются следующие: условие 
прилипания – на обтекаемой поверхности вне об-
ласти отсоса; условие набегающего потока – на вход-
ной и верхней границах; линейная экстраполяция 
изнутри области для зависимых переменных – на 
выходной границе; в области отсоса на стенке гра-

ничное условие для вертикальной компоненты скорости модифицируется с помощью задания массового 
потока газа [ ] ,( ) / 2Re .q xw

v x c ∞r =
По размаху крыла на границах расчетной области используется условие df/dz = 0 для всех газодинами-

ческих величин f. Использование коэффициента отсоса cq в такой форме удобно для проведения фунда-
ментальных исследований, потому что для течений с простыми конфигурациями (например, плоская 
пластина) с введением такого коэффициента сохраняются автомодельные свойства профилей среднего 
течения. Отметим также, что для всех расчетов методом прямого численного моделирования область отсоса 
располагалась вниз по потоку от области генерации возмущения.

Исследование проводилось в два этапа. Сначала с помощью метода установления вычислялось поле 
стационарного ламинарного обтекания крыла для различных интенсивностей отсоса. Затем из полученного 
стационарного поля извлекались профили пограничного слоя в различных сечениях по x и решалась задача 
линейной теории устойчивости в локально-однородном приближении. В результате, для наиболее усили-
вающихся волн рассчитывались распределения инкрементов роста s(x) и коэффициенты интегрального 
усиления (N-факторы). Отметим, что интегрирование в данном случае производилось вдоль групповой 
скорости возмущений, направленной практически вдоль оси x.

Далее при анализе в рамках метода прямого численного моделирования установившееся стационарное 
поле течения использовалось в качестве начального при включении генератора возмущения. Затем про-
изводился нестационарный расчет вплоть до установления волнового поезда в пограничном слое до вы-
ходной границы (в случае стационарного генератора возмущений в процессе расчета получается стацио-
нарное решение).

3. РАСЧЕТ УСИЛЕНИЯ ВИХРЕЙ НЕУСТОЙЧИВОСТИ ПОПЕРЕЧНОГО ТЕЧЕНИЯ 
ПРИ ПОМОЩИ ЛИНЕЙНОЙ ТЕОРИИ УСТОЙЧИВОСТИ

Отсос газа приводит к искажению профилей среднего течения. В качестве примера на рис. 3 представ-
лены поля поперечной скорости w в пристенной области в сечении x  = 0.1 для различных интенсивностей 
отсоса. Видно, что отсос пограничного слоя приводит к значительному ослабеванию поперечной компо-
ненты скорости, что локально приводит к ослаблению нарастания неустойчивостей поперечного течения.

Вторым важным фактором является релаксация профилей среднего течения после перехода в область 
без отсоса – ниже будет показано, что в этой области может сохраняться значительный эффект стабили-
зации пограничного слоя.

Рис. 2. Расчетная область при прямом численном 
моделировании развития возмущений. Вблизи пе-
редней кромки отмечено положение генератора воз-
мущений.
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Производились расчеты ламинарного обтекания пластины с участком отсоса пограничного слоя ин-
тенсивностью { }    const 0.0, 0.8, 1.37, 2.40, 4.8qc = = - - - -  Область отсоса варьируется для рассмотренных 
случаев: распределение массового расхода газа через стенку представлено на рис. 4.

Важно отметить, что для всех расчетных случаев площадь под графиком кривых остается постоянной, 
т.е. интегральный массовый расход газа через стенку постоянен. При этом даже в расчете с наименее 
протяженной областью отсоса газа выполнялось условие 

2 1 1,
2
s s

r

x x-
p a

  

что свидетельствует о справедливости применения локального подхода для анализа устойчивости в области 
воздействия во всех представленных выше случаях. Это позволяет сравнивать эффективность подавления 
CF-неустойчивостей для различных положений отсоса.

Для каждого рассмотренного случая рассчитывались инкременты стационарных вихрей неустойчивости 
поперечного течения во всей области течения вниз по потоку от точки потери устойчивости (рис. 5). На 
рис. 6 показано влияние отсоса газа на расчетные N-факторы.
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Рис. 3. Влияние отсоса на профили поперечной ком-
поненты скорости (CF) внутри пограничного слоя 
в сечении x  = 0.1.

Рис. 4. Распределение массового расхода газа через 
стенку для различных положений области отсоса.
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Рис. 5. Распределение инкрементов роста для стацио-
нарных вихрей неустойчивости поперечного течения 
согласно линейной теории устойчивости для всех 
рассмотренных конфигураций отсоса.

Рис. 6. Распределение N-факторов роста стацио-
нарных вихрей неустойчивости поперечного течения 
согласно линейной теории устойчивости.
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Расчет кривых усиления N-факторов для всех случаев проводится от точки x  = xs, что соответствует 
расчету усиления неустойчивых мод от положения генератора возмущения при прямом численном моде-
лировании. Рассматриваются возмущения с фиксированной длиной волны вдоль размаха крыла l = 0.004 
(соответствует длине волны возмущений при прямом численном моделировании l = lz).

Оказалось, что для всех рассмотренных случаев инкременты CF-неустойчивостей подавляются сразу 
после попадания в область с отсосом. При этом для высоких интенсивностей отсоса можно добиться за-
тухания возмущений в области, где без отсоса наблюдается существенный рост. Кроме того, важным 
эффектом является поведение кривых усиления в области релаксации пограничного слоя: инкременты 
роста восстанавливают свои значения на значительном протяжении вдоль хорды крыла. В связи с этим с 
точки зрения подавления роста возмущений оказывается выгодно смещать область отсоса как можно выше 
по потоку: во-первых, подавляется рост возмущений в области где инкремент достигает максимальных 
значений, во-вторых, наблюдается значительный эффект стабилизации в максимально протяженной 
области релаксации. Этот вывод согласуется с расчетами, полученными в работе [3], и эксперименталь-
ными данными [4] для двумерных конфигураций течения.

4. ВЛИЯНИЕ ОТСОСА НА АМПЛИТУДЫ ВОЗМУЩЕНИЙ ПРИ ПРЯМОМ  
ЧИСЛЕННОМ МОДЕЛИРОВАНИИ

При прямом численном моделировании развития стационарных вихрей неустойчивости поперечного 
течения в пограничном слое производился анализ амплитуд возмущений в пограничном слое. Для каждой 
из рассмотренных конфигураций отсоса в заданном сечении по продольной координате x проводилось 
разложение сигнала – возмущения давления на стенке (y  = 0) – по волновому числу (генератор стацио-
нарен по времени и преобразование Фурье по времени не требуется – на линейном режиме генерируются 
только стационарные моды):

	 ( ) ( ) ( )
,

�
exp .

x y
p z p i z d

+∞

-∞

Δ = b b b∫ 	 (4.1)

Для сопоставления результатов с расчетами по линейной теории устойчивости выбиралось волновое 
число b = 1560 (l = 2p/b = 0.004), что соответствует максимально усиливающейся волне в сечении x = 0.5 
в расчете по линейной теории устойчивости (случай без отсоса).

В ПЧМ-расчете максимуму спектра p(b) в сечении x  = 0.5 соответствует близкое значение β = 1620. 
Проводя разложение (4.1) в каждом сечении по x, в результате получаем кривую усиления данной спект-
ральной компоненты для всех рассмотренных конфигураций отсоса (рис. 7).

Видно, что при сдвигании области отсоса вверх по потоку происходит уменьшение интегрального 
усиления возмущений. Увеличение интенсивности отсоса с уменьшением области отсоса начиная с не-
которого значения снова приводит к росту интегрального усиления. Данный результат качественно со-
гласуется с расчетами по линейной теории устойчивости. Как и при рассмотрении в рамках линейной 
теории устойчивости оптимальное расположение области отсоса таково: начало отсоса вблизи точки 
потери устойчивости (и положения генератора) xs = 0.06, протяженность области отсоса 0.1 0.2.e sx x- ≈ -

На рис. 8 представлены данные по эффективности отсоса: разница расчетного числа N-фактора в се-
чении x  = 0.5 для рассматриваемого случая с отсосом (N suct) и без него (N 0): 0

0.5 0.5
suct

x xN N N= =Δ = - . Расчет 
проводится для всех случаев с положением начала области отсоса в точке xs = 0.06.

Видно, что максимальная эффективность отсоса пограничного слоя как для расчетов по eN-методу, так 
и для стационарного вихря неустойчивости поперечного течения при прямом численном моделировании 
реализуется при ширине области отсоса d  = 0.1. Видно и то, что для волнового пакета при ПЧМ-расчете 
эффективность зоны отсоса оказывается выше, чем для расчета с помощью линейной теории устойчивости. 
Это связано с двумя факторами.

Во-первых, расчеты в рамках eN-метода производятся в локально-однородном приближении погра-
ничного слоя, т.е. без учета эффектов непараллельности основного течения. Известно, что в этом случае 
результаты расчетов дают несколько меньшие инкременты роста [12].

Во-вторых, при прямом численном моделировании N-факторы вычисляются от начального положения 
генератора, при этом в начальном сечении x  = 0.6 предполагается равенство начальных амплитуд возму-
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щения давления на стенке для всех расчетных случаев: N = ln(Px = 0.5 /Px = 0.06). При этом амплитудная функция 
моды дискретного спектра не выделялась из Фурье-разложения (1), т.е. не производилось разложение 
волнового пакета по биортогональной системе мод, что для возмущения в области близкой к зоне гене-
рации является трудоемкой задачей. Тем не менее данные расчеты показывают, что быстрые расчеты 
с помощью линейной теории устойчивости позволяют правильно оценивать влияние положения области 
отсоса на эффективность подавления роста неустойчивостей поперечного течения.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Выполнены расчеты усиления стационарных неустойчивостей поперечного течения в пограничном 

слое над стреловидным крылом с участком отсоса газа по нормали к стенке. Рассмотрены различные 
положения области отсоса, при этом интегральный массовый расход газа через стенку оставался посто-
янным. Расчет усиления неустойчивых мод выполнялся с помощью линейной теории устойчивости (eN-
метод в локально-однородном приближении) и прямого численного моделирования развития возмущений.

Оказалось, что для подавления роста CF-неустойчивостей наиболее выгодным положением начала 
отсоса является положение вблизи точки потери устойчивости для наиболее усиливающихся возмущений. 
Кроме того, при фиксации положения начала отсоса в точке потери устойчивости существует оптималь-
ная протяженность области отсоса, при которой достигается максимальное подавление роста стационарных 
вихрей неустойчивости поперечного течения.

Расчеты показали, что для выбранной интегральной интенсивности отсоса протяженность данной 
области составляет примерно 10% от хорды крыла.
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GAS SUCTION EFFECT ON THE CROSSFLOW INSTABILITY  
IN FLOW PAST A SWEPT WING

A. V. Novikova, b, A. O. Obraza, b, *, and D. A. Timokhinb

a Zhukovski Central Aerohydrodynamic Institute, Zhukovski, Moscow region, 140180 Russia
b Moscow Institute of Physics and Technology, Moscow region, 141170 Russia

* E-mail: obraz.ao@mipt.ru

The results of the swept wing boundary layer stability investigation are presented for the case, when the wing 
surface has a region of gas suction through the wall normal to the surface, while the wing is in Mach number 2 
flow. In the flow regime considered the predominant boundary layer instability type is the crossflow instability. 
The gas suction effect on the development of unstable modes in the boundary layer is investigated using the linear 
stability theory and direct numerical modeling. The numerical modeling of laminar (undisturbed) flow fields with 
regions of gas suction and disturbed flow fields is carried out by integrating Navier–Stokes equations. An analysis 
within the framework of the linear stability theory is performed using the eN-method. The suction region location 
is varied with conservation of the integral intensity. It is shown that the mode instability growth can be considerably 
suppressed at the expense of an optimal disposition of the suction region.
Keywords: crossflow instability, suction, linear theory of stability, direct numerical modeling
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Расчетным путем исследовано взаимодействие слабых ударных волн в виде N-волны со сверхзвуковым 
ламинарным пограничным слоем на плоской пластине с затупленной передней кромкой при числе Маха 
набегающего потока M = 2.5. Численные результаты сопоставлены с известными экспериментальными 
данными. Обсуждается совместное влияние N-волны и притупления передней кромки на процесс ла-
минарно-турбулентного перехода.
Ключевые слова: численное моделирование, уравнение Навье–Стокса, волна Маха, слабая ударная волна, 
плоская пластина с затупленной передней кромкой, сверхзвуковой пограничный слой
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ВВЕДЕНИЕ
Турбулизация сжимаемых пограничных слоев существенно влияет на аэротермодинамические харак-

теристики высокоскоростной авиационной техники, приводя к значительному увеличению сопротивле-
ния вязкого трения и тепловых потоков к обтекаемой поверхности. Поэтому тепловой режим поверхности 
сверхзвукового летательного аппарата может быть корректно проанализирован, только если положение 
ламинарно-турбулентного перехода (ЛТП) пограничного слоя предсказано с достаточной точностью.

Сценарий, по которому развивается ЛТП пограничного слоя, существенно зависит от уровня возму-
щений в набегающем потоке [1]. В сверхзвуковых аэродинамических трубах (АДТ) имеются акустические 
пульсации в рабочей части [2–4], обусловленные шумом турбулентного пограничного слоя на стенках 
сопла и рабочей части, а также различными неровностями на них. На гладких моделях ЛТП может сопро-
вождаться появлением турбулентных клиньев [5], которые возникают в некоторых местах над обтекаемой 
поверхностью и не меняют своего расположения от пуска к пуску АДТ. 

Одной из причин возникновения турбулентных клиньев могут являться возмущения от неровностей 
поверхности рабочей части АДТ, которые приводят к порождению пары слабых ударных волн в виде 
N-волн, распространяющихся в набегающем потоке (в некоторых работах их называют волнами Маха).

С N-волнами экспериментаторы связывают аномально высокие уровни пульсаций массового расхода
(до 20% от среднего удельного массового расхода в набегающем потоке) в пограничном слое плоского 
треугольного крыла с притупленной передней кромкой [6]. Дело в том, что взаимодействие N-волны и 
пограничного слоя вблизи притупления приводит к появлению около линии растекания возмущений, 
которые распространяются в пограничном слое вниз по потоку. Наиболее энергоемкой является низко-
частотная (до 3 кГц) часть наблюдаемых пульсаций. Аналогичные эксперименты [7] по возбуждению 
N-волной высокоинтенсивных возмущений в пограничном слое на модели плоского дельта-крыла пока-
зали, что максимальная величина пульсаций составляет 12–15% и слабо зависит от условий обтекания.
Различные аспекты взаимодействия N-волн и сверхзвукового пограничного слоя рассмотрены в после-
довавших экспериментальных работах [8–10].

Численному моделированию взаимодействия N-волн и сверхзвукового пограничного слоя на заост-
ренной пластине посвящены работы [11–13]. В частности, в труде [11] разработана оригинальная методика 
моделирования тонкой неровности на стенке рабочей части АДТ.
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Наша статья является развитием работ [11–13] и направлена на исследование случая пластины с ци-
линдрически притупленной передней кромкой, обтекаемой воздушным потоком при числе Маха М = 2.5. 
Численное исследование проводится в рамках полных уравнений Навье–Стокса, а стационарные решения 
получаются методом установления по времени. Результаты численного моделирования сопоставляются 
с данными аэродинамического эксперимента [8].

Следует отметить, что в отличие от случая заостренной пластины расчет сверхзвукового обтекания 
затупленной пластины имеет ряд вычислительных особенностей, связанных с взаимодействием N-волны 
с головной ударной волной перед притуплением. Такие особенности обсуждаются в нашей работе.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ
Основные условия задачи и параметры потока соответствуют экспериментальному исследованию [8], 

которое выполнено в малотурбулентной сверхзвуковой АДТ Т-325 Института теоретической и прикладной 
механики Сибирского отделения Российской академии наук. Общая конфигурация задачи схематично 
представлена на рис. 1. Рассматривается течение воздуха в рамках модели совершенного двухатомного газа.

В работе [8] N-волна возбуждалась на стенке рабочей части с помощью изоленты, которая наклеивалась 
на расстоянии x* = -233.5 мм вверх по потоку от передней кромки пластины и формировала малую двух-
мерную неровность (координата x* = 0 соответствует передней кромке пластины; звездочка обозначает 
размерную величину).

При численном моделировании N-волны использована эквивалентная модель [11], в которой тонкая 
двухмерная прямоугольная неровность заменяется параболической дужкой 1 1( )= ez F x  (рис. 2):
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Рис. 1. Схема (а) взаимодействия N-волны, возбуждаемой двумерной неровностью на боковой стенке аэродинами-
ческой трубы (вид сверху) и возмущение давления p′ от N-волны (б): Minf, Re1,inf, Tinf – число Маха, единичное число 
Рейнольдса, статическая температура набегающего потока соответственно.
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В нашей работе рассматривается N-волна с амплитудой 1%, которая соответствует геометрическим 
параметрам ленты a* = 20 мм, h* = 0.2 мм, x0

* = -251 мм.

ЧИСЛЕННЫЙ МЕТОД
Для решения численной задачи использован оригинальный пакет программ [14], с помощью которого 

проводится численное моделирование на основе полных уравнений Навье–Стокса. Уравнения Навье–
Стокса интегрируются в безразмерных переменных. Декартовы координаты x* = xL, y* = yL, z* = zL отнесены 
к характерному масштабу длины L, время t * = tL/V∞ – к характерному масштабу времени L/V∞, компоненты 
вектора скорости u * = u/V∞, v * = v/V∞, w * = w/V∞ – к модулю вектора скорости набегающего потока V∞, 
давление p* = p(p∞V∞

2) – к удвоенному скоростному напору набегающего потока, остальные газодинами-
ческие переменные – к их значениям в набегающем потоке. Звездочка в верхнем индексе обозначает 
размерную величину; если звездочка отсутствует, переменная предполагается безразмерной. Символ ∞  
соответствует значению переменной в набегающем потоке. В нашей работе L = 1 м.

Динамический коэффициент молекулярной вязкости вычисляется по формуле Сазерленда 
3/2(1 )/�( ) ,T T T Tm mm = + +  где * */ 110.4 �K�/1� 03.6�K 1.07.T T Tm m ∞= = ≈  Газ является совершенным с постоян-

ными показателем адиабаты g = 1.4 и числом Прандтля * * *Pr / 0.72.pc= m l =  Для замыкания задачи ис-
пользовано уравнение состояния совершенного газа 2 .M p T∞g = r

Набегающий поток считается ламинарным, а фоновые пульсации массового расхода, которые в экспе-
рименте [8] достигали величины 0.4%, отсутствуют.

РАСЧЕТНАЯ СЕТКА И ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ
При численном моделировании расчетная область разбита на две подобласти. Подобласть 1 целиком 

находится перед затупленной пластиной и используется для моделирования стационарного распростра-
нения N-волны. Подобласть 2 содержит затупленную пластину и небольшой участок перед ней. Подоб-
ласть 1 представлена на рис. 3а для случая обтекания пластины с острой передней кромкой и на рис. 3б 
для случая обтекания пластины с затупленной передней кромкой.

На рис. 3 также построены сечения с полями продольной компоненты вектора скорости и одна из 
сеточных плоскостей. Левые границы рис. 3а и 3б соответствуют стенке АДТ; на них накладывается условие 
прилипания потока и теплоизолированной поверхности, а также условие возбуждения N-волны, описан-
ное выше. N-волна распространяется вниз по потоку. Из приведенных данных можно заключить, что 
максимальное относительное возмущение продольной компоненты вектора скорости, вызванное неров-
ностью, составляет около 1.4%.

Боковые границы подобласти 1 не визуализированы на рис. 3; на ближней к читателю границе накла-
дывается условие первого рода, соответствующее набегающему вдоль оси x газовому потоку. На другой 
границе накладывается мягкое граничное условие в виде экстраполяции всех зависимых газодинамических 
переменных задачи изнутри расчетной области вдоль сеточных линий. На верхней и нижней границах по 
оси y накладываются условия симметрии.

Установившееся течение с N-волной в подобласти 1 используется для формулирования стационарного 
граничного условия в подобласти 2. Для этого все зависимые переменные с выходной (правой) границы 

Рис. 2. Тонкая лента (а) и ее эквивалентная математическая модель (б).
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подобласти 1 накладываются в виде условия первого рода во входном (левом) сечении подобласти 2. При 
этом выходное сечение подобласти 1 и входное сечение подобласти 2 совпадают узел в узел. Расчетная 
сетка в области 2 показана на рис. 4.

На рис. 4в, г изображены также фрагменты расчетной сетки в двух характерных сечениях, иллюстри-
рующие ее сгущение в различных направлениях. В продольном направлении расчетная сетка имеет бу-
ферную зону (рис. 4в) для демпфирования возмущений в выходном сечении.

В подобласти 2 на поверхности пластины накладываются условия прилипания и теплоизолированной 
поверхности. На выходной границе подобласти 2 задается мягкое граничное условие. На границах в бо-
ковом направлении, а также на границе x  < 0, y = 0 накладывается условие симметрии.

Размер ячейки расчетной сетки по направлению x показан на рис. 4а, по направлению z – на рис. 4г. 
По нормальному к пластине направлению y сетка сгущена к стенке. По опыту расчетных исследований, 

Рис. 3. Расчетная подобласть 1 для пластины с острой (а) и с затупленной (б) передней кромкой

Рис. 4. Расчетная подобласть 2 и фрагменты расчетной сетки: (а) – сечение xy, затупленная кромка; (б) – сечение 
xy, острая кромка; (в) – сетка в сечении xy, затупленная кромка; (г) – сетка в сечении yz, острая кромка.
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мелкость сетки в пограничном слое оказывается избыточной для получаемых установившихся ламинарных 
полей течения, в том числе, возмущенных падающей слабой ударной волной.

Кроме этого, сетка имеет дополнительное сгущение в окрестности ударной волны при обтекании за-
тупленной пластины (рис. 4г). Для сопоставления полей возмущений на пластинах с затупленной и с 
острой передней кромкой, в обоих случаях формируются идентичные сеточные подобласти, ограниченные 
синей линией на рис. 4а и 4б.

Особенность моделирования взаимодействия N-волны и ударной волны

При взаимодействии N-волны с головной ударной волной, возникающей перед притуплением, появ-
ляются вычислительные трудности, которые могут приводить к численной неустойчивости процесса 
расчета. Причины этого связаны с особенностями моделирования скачков уплотнения с применением 
схем сквозного счета [15, 16]. Одним из способов избежать численную неустойчивость такого рода является 
выравнивание сеточных плоскостей вдоль скачка и измельчение расчетной сетки в его окрестности в це-
лях разрешения профиля ударной волны. Выбор оптимального значения сеточного разрешения на ударной 
волне учитывает выводы работы [16] и опирается на тестовые расчеты, проведенные в рамках настоящей 
работы.

На рис. 5 показана структура ударной волны вдоль 
линии симметрии s1 (рис. 6а), полученная при ре-
шении уравнений Навье–Стокса. Толщина ударной 
волны, обусловленная конечными значениями вяз-
кости и теплопроводности, составляет примерно 
4 мкм. Данные рис. 5 свидетельствуют о сходимости 
расчетных данных на сетках с различным сгущением.

Чтобы изучить особенности полученных реше-
ний, на различных сетках рассматриваются распре-
деления вдоль линий (x = const, y = const), где точка 
(х*, у*) = (–0.0002, 0) находится на линии торможе-
ния (s1), а (х*, у*) = (0.00245, 0.0026) – в пограничном 
слое вблизи сопряжения притупления с плоской 
поверхностью. Разрешение ударной волны анали-
зируется в зависимости от шага расчетной сетки Dx 
поперек нее.

Из рис. 6б, на которой проиллюстрировано поле 
давление в сечении y = 0 и расчетная сетка в данном сечении, следует, что ударная волна попадает в область 
повышенного сеточного разрешения и не выходит за ее пределы. Из рис. 7–9, на которых представлены 
распределения давления, температуры и скорости вдоль линий s1 и s2 в зависимости от Dx поперек ударной 
волны, следует, что в области ударной волны s1 осцилляции существенно сильнее, чем в пограничном слое 
s2.

По мере уменьшения величины Dx расчет становится более устойчивым, а распределения характеристик 
вдоль линий s1 и s2 остаются вблизи некоторого среднего распределения с погрешностью, не превосходя-
щей 10–3. Это наблюдение соответствует выводам других исследователей о том, что схемы сквозного счета 
корректно воспроизводят параметры потока до и после скачка, а проблемы с устойчивостью счета связаны 
с внутренней структурой скачка и исчезают по мере разрешения вязкой структуры скачка [16].

По результатам данного анализа выбран оптимальный размер ячейки, который зафиксирован для 
последующих расчетов: Dx = 6 × 10-7.

РЕЗУЛЬТАТЫ
Визуализация течения

Рассмотрим процесс взаимодействия N-волны с пограничным слоем с помощью визуализации поля 
продольной компоненты скорости в различных сечениях. Для сравнения также представлены результаты 
расчетов [11–13] для случая острой пластины.

Рис. 5. Распределение давления поперек ударной 
волны в сечении s1 при y = 0.
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Рис. 6. Поле продольной компоненты вектора скорости в сечении xy (а) и поле давления в сечении xz при y = 0 
(Dx* = 8 × 10–7м) (б).
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Рис. 7. Давление вдоль линии s1 (а) и линии s2 (б).
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Рис. 8. Температура вдоль линии s1 (а) и линии s2 (б).
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По рис. 10а и 11а видно, что влияние N-волны на пограничный слой на заостренной пластине прояв-
ляется в виде слабого утолщения пограничного слоя в области переднего фронта N-волны при z ≈ 0.13, 
который приводит к появлению дефицита скорости в пограничном слое. Аналогично наблюдается слабое 
утончение пограничного слоя в области заднего фронта N-волны при z ≈ 0, которое приводит к появлению 
избытка скорости в пограничном слое.

В случае притупленной передней кромки (рис. 10б и 11б) влияние N-волны проявляется иначе на ка-
чественном уровне. В частности, наблюдаются две изолированные друг от друга локальные области утол-
щения и утончения пограничного слоя при z ≈ –0.03 и при z ≈ 0.16, причем изменение толщины погранич-
ного слоя выражено заметно сильнее.

На рис. 12 показаны соответствующие поля продольной компоненты скорости показаны на виде сверху 
в сечении y * = 0.0029 м. За острой кромкой образуется широкий след из пары вихрей (в соответствии с ис-
ходной терминологией [6–10]), а за затупленной кромкой образуются два изолированные друг от друга следа 
меньшего поперечного размера.

Более наглядно качественное отличие между случаями острой и притупленной кромки можно проследить 
на рис. 13–14, где в различных сечениях показаны поля возмущения продольной составляющей вектора 
скорости относительно течения без N-волны. Как отмечено ранее, за острой передней кромкой образуется 
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Рис. 9. Продольная компонента скорости вдоль линии s1 (а) и линии s2 (б).
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след, соответствующий дефициту и избытку скорости, соответственно, на переднем и заднем фронтах 
N-волны. В этом случае след имеет большой размер, но амплитуда возмущений в нем относительно мала.

В случае затупленной пластины образуются два таких следа: один соответствует переднему фронту 
N-волны, второй – заднему. Эти следы имеют меньший размер, но амплитуда соответствующих возму-
щений примерно втрое выше по сравнению со случаем острой передней кромки.

Сравнение с экспериментальными данными

Для валидации расчетных результатов задачи взаимодействия N-волны с затупленной пластиной про-
ведено сравнение среднего значения массового расхода и среднеквадратичного значения пульсаций мас-
сового расхода с экспериментальными данными из работы [8].

Анализ расчетных данных указывает на то, что нестационарность, связанная с N-волной, является 
слабой. Поэтому при обтекании затупленной пластины взаимодействие N-волны с пограничным слоем 
можно в главном приближении считать стационарным. В этом случае справедлива процедура численного 
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Рис. 11. Продольная компонента скорости в сечении x* = 0.2 м: острая (а) и затупленная (б) пластина.

Рис. 12. Поле продольной компоненты скорости в сечении y* = 0.0029 м: острая (а) и затупленная (б) пластина.
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анализа среднеквадратичного значения пульсаций массового расхода, приведенная в [13]. Так как пуль-
сации N-волны наблюдаются в диапазоне малых частот, предположим, что их можно считать квазиста-
ционарными. В этом приближении N-волна и возбуждаемые ею возмущения осциллируют в направлении 
оси z как целое. Тогда перемещение таких пульсаций есть
	 ( ) ( )� ,N wavem f z z t′ ′Δ = Δ

где f (z) – распределение стационарного массового расхода.
Пусть фоновые пульсации массового расхода в потоке без N-волны равны ' ( )Fm tΔ  и не зависят от z. 

Тогда суммарные пульсации (дрожащая N-волна плюс фон) имеют вид
	 � .N wave Fm m m′ ′ ′Δ = Δ + Δ
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Рис. 13. Возмущение продольной компоненты скорости в сечении y* = 0.0033 м: острая (а) и затупленная (б) пластина.

Рис. 14. Возмущение продольной компоненты скорости: острая (а) и затупленная (б) пластина при разных x *.
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Их среднеквадратичные значения равны

	 [ ] ( )2 22( ) ( ) .Fm f z z m′ ′ ′Δ = Δ + Δ

Производная от формы волны вычисляется по формуле второго порядка точности:

	 ( ) ( ) ( ) ( )* *
1 1

1 1

3 4
.

j j j

j j

f z f z f z
f z

z z
+ -

+ -

- +
′ =

-

В результате среднеквадратичные пульсации массового расхода имеют вид

	 [ ]2'( ) ,m f z′ = a + b

где 2( )Fm′b = Δ  определяется по экспериментальным данным и характеризует фоновые пульсации мас-
сового расхода, а 2( )za = Δ  выбирается так, чтобы расчетное распределение совпадало с эксперимен-
тальным в точке локального максимума, соответствующего переднему фронту N-волны.

На рис. 15 средние значения массового расхода вдоль линии х* = 60 мм и х* = 90 мм сопоставлены с дан-
ными эксперимента. Соответствующее сопоставление для среднеквадратичного значения пульсаций мас-
сового расхода приведено на рис. 16. Из сопоставления следует, что результаты численного моделирования 
удовлетворительно согласуются с данными эксперимента. Это свидетельствует о корректности численного 
моделирования взаимодействия N-волны и затупленной пластины, обтекаемой сверхзвуковым потоком газа.

Рис. 15. Средние значения массового расхода: (а) – х* = 60 мм, у* ≈ 2.983 мм, (б) – х* = 90 мм, у* ≈ 3.079 мм.

Рис. 16. Среднеквадратичные пульсации массового расхода: (а) – х* = 60 мм, у* ≈ 2.983 мм, (б) х* = 90 мм, у* ≈ 3.079 мм.
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ОБСУЖДЕНИЕ
Следы N-волны в пограничном слое на пластине имеют качественно разную структуру в случаях за-

остренной и притупленной передней кромки. По-видимому, при постепенном увеличении величины 
притупления след за острой кромкой, состоящий из одной пары вихрей с относительно большим попе-
речным масштабом длины, будет деформироваться в два следа, каждый из пары вихрей с относительно 
малым поперечным масштабом длины.

Каждый из двух следов, по-видимому, будет располагаться там, где за острой кромкой в поперечном 
направлении располагались линии переднего и заднего фронтов N-волны. Анализ влияния N-волны на 
пограничный слой в зависимости от величины притупления требует трудоемкого параметрического ис-
следования, которое не было проведено в данной работе, но несомненно представляет интерес.

Местное изменение характеристик пограничного слоя из-за его взаимодействия с падающей N-волной 
оказывает влияние на устойчивость пограничного слоя и процесс его турбулизации. В работе [13] это было 
продемонстрировано для случая заостренной пластины. На стационарное течение в пограничном слое 
с падающей N-волной и без нее накладывались периодические возмущения, которые вводились в погра-
ничный слой с помощью генератора типа вдув–отсос, размещаемого на поверхности пластины. Спек-
тральные и геометрические характеристики генератора подбирались на основе расчета линейной устой-
чивости пограничного слоя.

Было показано, что в области дефицита скорости, которая формируется в следе от переднего фронта 
N-волны, линия ЛТП искажается, смещаясь вверх по потоку и формируя подобие турбулентного клина. 
Аналогично в области избытка скорости, которая формируется в следе от заднего фронта N-волны, линия 
ЛТП смещается вниз по потоку.

Из полученных результатов следует, что в случае затупленной пластины область дефицита скорости 
появляется как в следе от переднего фронта N-волны, так и в следе от заднего фронта. Поэтому можно 
предположить, что линия ЛТП, зафиксированная в отсутствие N-волны, исказится таким образом при 
появлении N-волны, что на следах от обоих фронтов N-волны ЛТП сместится вверх по потоку. Подтверж-
дение этого предположения путем параметрического численного исследования также представляет интерес.

В работе [17] были получены первые качественные расчетные данные о влиянии N-волны на ЛТП на 
затупленной пластине. Пограничный слой возбуждался идентично случаю острой пластины [13].

В частности, использовались характеристики генератора возмущений, определенные из расчета устой-
чивости пограничного слоя на острой, а не на затупленной пластине. В связи с этим линия ЛТП в отсут-
ствие N-волны оказалась ниже по потоку по сравнению с ее положением на острой пластине.

Однако появление N-волны привело к существенно более значительному относительному смещению 
положения ЛТП вверх по потоку на обоих следах от N-волны, чем смещение на линии переднего фронта 
от N-волны в случае заостренной пластины. 

Отмеченные результаты работы [17] качественно подтверждают выдвинутую гипотезу о влиянии N-волны 
на ЛТП в случае затупленной кромки. Однако требуется провести параметрические численные исследо-
вания, в которых параметры генератора возмущений будут подобраны для пограничного слоя на затуплен-
ной пластине. Такое исследование является предметом дальнейшей работы авторов.

ВЫВОДЫ
Выполнено численное моделирование взаимодействия N-волны со сверхзвуковым пограничным слоем 

на пластине с цилиндрически затупленной передней кромкой. Показано, что полученные результаты 
удовлетворительно согласуются с имеющимися экспериментальными данными.

Полученные результаты сопоставлены с результатами для случая острой пластины. Показано, что на 
острой пластине формируется единственный стационарный след, состоящий из пары вихрей и распро-
страняющийся в пограничном слое с потоком.

Вместе с тем, на затупленной пластине образуются два изолированных друг от друга следа, причем 
каждый состоит из пары вихрей: один след распространяется вниз по потоку от места падения переднего 
фронта N-волны на притупление, а другой – заднего. Амплитуда стационарных возмущений в каждом 
следе на затупленной пластине оказывается в несколько раз выше, чем в случае заостренной пластины. 
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При этом в каждой вихревой паре имеется область дефицита скорости, что указывает на усиление неустой-
чивости течения и предполагает более ранний переход к турбулентности на обоих следах.
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NUMERICAL SIMULATION OF THE INTERACTION BETWEEN WEAK SHOCK 
WAVES AND SUPERSONIC BOUNDARY LAYER ON A FLAT PLATE WITH THE 

BLUNT LEADING EDGE
I. V. Egorova, b, N. K. Nguena, and P. V. Chuvakhova, b, *

a Moscow Institute of Physics and Technology, Dolgoprudny, Moscow oblast, Russia
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The interaction of weak shock waves in form of an N-wave with the supersonic laminar boundary layer on a flat 
plate with blunt leading edge at the free-stream Mach number M = 2.5 is numerically studied. The numerical 
results are compared with known experimental data. The combined influence of the N-wave and the leading edge 
bluntness on the laminar-turbulent transition process is discussed. 
Keywords: numerical simulation, Navier–Stokes equations, Mach wave, weak shock waves, flat plate with the 
blunt leading edge, supersonic boundary layer
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трещинами, полученными путем гидроразрыва пласта (ГРП). Построена математическая модель соб-
ственных колебаний жидкости в горизонтальной нефтяной скважине, сообщающейся с пластом системой 
радиальных трещин ГРП, и определены частотные характеристики собственных колебаний жидкости 
в зависимости от параметров трещины ГРП и пласта. С помощью численного анализа частотных харак-
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ВВЕДЕНИЕ
В настоящее время при добыче нефти широко применяется технология гидроразрыва пласта (ГРП). 

В пласте создаются трещины, которые закрепляются пропантами для предотвращения их смыкания. 
Трещины, которые возникают в результате применения технологии ГРП, увеличивают площадь, с которой 
можно извлечь нефть из добывающей скважины, или расширяют поверхность закачки жидкости, если это 
нагнетающая скважина [1]. Применение горизонтальных скважин с множественными трещинами ГРП 
позволяет повысить эффективность разработки низкопроницаемых пластов.

Трещины гидроразрыва могут обладать весьма необычными очертаниями, которые зависят от структуры 
пласта. Конфигурация трещин ГРП на вертикальных скважинах достаточно подробно изучена. Имеется боль-
шое число работ, в которых дается описание фильтрации флюида в призабойной зоне таких скважин [2–4].

Эффективным и удобным с точки зрения технической реализации способом определения качества и 
параметров трещин ГРП является способ, основанный на возбуждении собственных колебаний столба 
жидкости в скважине. Период колебаний, а также, особенно, интенсивность затухания колебаний будут 
определяться не только протяженностью столба жидкости в скважине, диаметром скважины и реологи-
ческими свойствами жидкости, но и коллекторскими характеристиками призабойной зоны пласта (в част-
ности, коэффициентами проницаемости, качеством перфорации скважин и свойствами образованных 
трещин ГРП). Колебания могут инициироваться резким открытием или закрытием скважины. При этом 
время (период инициирования) должно быть сопоставимо со временем прохождения акустическим сиг-
налом расстояния, порядка протяженности столба жидкости в скважине. Если этот промежуток будет 
короче, чем время пробега акустического сигнала, то образуется одиночный импульсный сигнал, распро-
страняющийся в скважине с отражением на ее границах.

В работе [5] предложен метод гидравлического импедансного тестирования, идея которого заключается 
в интерпретации фактического изменения гидравлического сопротивления между стволом скважины и 
открытой трещиной ГРП. Для этого искусственно создается импульс давления в скважине и анализируется 
отраженный сигнал.
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Волны Стоунли, излучаемые источником и воспринимаемые приемником, расположенными в скважине 
рассматриваются в [6]. Импульс передается по трубе и обсадной колонне. Ствол скважины моделируется, 
как линия электропередачи с потерями, трещина моделируется, как сопротивление и емкость.

В работе [7] для моделирования процесса изменения давления в результате гидроудара объединили 
уравнение неразрывности и сохранения импульса в стволе скважины с представлением трещины ГРП в 
виде цепи с сопротивлением, емкостью и индуктивностью (контуром). Изменение емкости изменяет 
период колебаний, сопротивление влияет на амплитуду и скорость затухания колебаний, индуктивность 
также влияет на период. В этой работе также выведены уравнения, связывающие эти параметры с разме-
рами трещины и ее коллекторскими характеристиками.

В работе [8] приведены результаты полевых измерений изменения давления в различных точках сква-
жины при резком изменении скорости потока жидкости. Скважинные датчики фиксировали изменение 
давления в зависимости от времени со скоростью 100 проб в секунду. При этом вид полученных осцил-
лограмм свидетельствует, что они соответствуют собственным колебаниям столба жидкости.

В работе [9] предлагается математическая модель, описывающая фазовые и амплитудные характерис-
тики волнового пакета, проведено сравнение численных расчетов, полученных на основе модели с данными 
работы [8]. Граничные условия на нижнем конце скважины учитывают либо ламинарный, либо турбу-
лентный режим течения, связанный с трением в перфорационных каналах.

В работах [10, 11] приведены опытные данные и изучаются колебания давления после остановки на-
сосов закачки жидкости для создания трещины. Источником колебаний давления, по мнению авторов, 
являются колебания стенок трещины, возникающие в процессе смыкания трещины ГРП.

В трудах [12–14] рассматривали собственные колебания столба жидкости в нефтяной скважине при 
отсутствии или наличии трещины ГРП. Проведен анализ влияния характеристик трещины и пласта на 
частоту колебаний, коэффициент затухания. Определено изменение давления в различных точках сква-
жины.

Во всех упомянутых работах изучали вертикальные трещины ГРП, параллельные оси вертикальной 
скважины и симметричные относительно нее.

В исследовании [15] рассматривается задача об отборе жидкости из пласта в скважину или закачке 
жидкости из скважины в пласт при наличии трещины ГРП, перпендикулярной стволу скважины в режиме 
постоянного расхода. Получены аналитические решения, описывающие эволюцию давления в трещине 
при постоянном расходе флюида из пласта в скважину. Проанализировано влияние коллекторских харак-
теристик пласта и трещины на эволюцию давления в трещине и в скважине.

В нашей работе построена математическая модель собственных колебаний жидкости в горизонтальной 
нефтяной скважине, сообщающейся с пластом системой радиальных трещин ГРП. Определены частотные 
характеристики собственных колебаний жидкости в зависимости от параметров трещины ГРП и пласта.

1. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ
Пусть обсаженная горизонтальная скважина длиной l сообщается с пластом посредством N радиальных 

трещин ГРП, расположенных равномерно вдоль скважины (рис. 1). Тогда число трещин ГРП, приходя-
щееся на единицу длины скважины, равно n = N/l. Величины, аналогичные введенному числу n, можно 
найти в работе [16], где дается понятие густоты трещин применительно к трещиноватым коллекторам для 
количественной оценки трещиноватости.

Для малых возмущений давления, плотности и скорости запишем уравнения, описывающие движение 
жидкости в скважине. Поскольку скважина обсаженная, приток флюида из пласта в скважину происходит 
только через трещины ГРП.

Имеем систему уравнений сохранения массы и сохранения импульса
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p  = p(t, z) – давление в скважине на расстоянии z от начала горизонтального участка; s – касательное на-
пряжение в жидкости на поверхности стенки скважины; m и n – динамическая и кинематическая вязкости 
жидкости; C – скорость звука в жидкости; a – радиус скважины; uf (w) – скорость фильтрации на выходе 
из скважины в трещину.

Уравнения (1.1) записаны в линеаризованном виде относительно гидростатического состояния равно-
весия. Принятые уравнения неразрывности в таком виде означают, что расход флюида через трещины 
“размазывается” равномерно на всю длину скважины, а это в свою очередь означает, что длина волны (для 
рассматриваемой задачи она порядка длины скважины) значительно больше расстояния между соседними 
трещинами ГРП, т.е. l/N  >> 1.

Для определения uf (w) рассмотрим фильтрационную задачу в трещине. Для этого запишем уравнение 
фильтрации в ней в виде
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при граничных условиях
	 | ( , )f r ap p t z= =  и | 0.f rp =∞ = 	 (1.3)

Нижние индексы i = p и f указывают, что значения параметров относятся соответственно к пласту и 
трещине.

Скорость фильтрации из трещины в скважину будет определяться по закону Дарси

	 ( ) .f f
f w

r a

k p
u

r
=

∂ 
= -  m ∂ 

	 (1.4)

2. РЕШЕНИЕ В ВИДЕ СТОЯЧИХ ВОЛН
Рассмотрим в рамках выше представленных уравнений задачу собственных затухающих колебаний 

столба жидкости в скважине. Решение уравнений (1.1) будем искать в виде

	 ( ) ( )( ) и ( ) .p i t w i tp A z e w A z ew w= = 	 (2.1)

Для этого сначала следует определить скорость фильтрации uf (w), используя решение (1.2) с учетом 
граничных условий (1.3), а также (1.4). Решение (1.2) будем искать в виде

2a Скважина

Трещина

y

df

Рис. 1. Схема системы “скважина – трещины ГРП – пласт”.
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Подставляя его в (1.2), имеем
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После преобразований получим
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Из условий (1.3) следует
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Тогда для решения уравнения (2.2) можем записать
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Из этого решения для скорости фильтрации получим
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Здесь использовано dK0(s)/ds = –K1(s), где K0(xr) и K1(xr) – функции Макдональда нулевого и первого 
порядков [17].

Подставляя в систему (1.1) решения (2.1), с учетом (2.3) имеем
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где ( )22 2
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w

Выражая A(w)(z) из второго уравнения системы (2.4) и подставляя его в первое уравнение, получим 
следующее дифференциальное уравнение:

	
( ) ( )

2 ( )
2 ( )

2
0,

p
pd A z

K A z
dz

+ = 	 (2.5)

где 
( )
( )

22
12

2
0

22
1 1 .f fnd k xC K xa

K
y ia K xaC

 w   = + +  nw  
Решение этого уравнения имеет вид

	 ( ) ( ) ( )( )
1 2sin cos .pA z c K z c K z= + 	 (2.6)

Будем полагать, что оба конца скважины наглухо закрыты. Тогда решение уравнений (2.4) должно 
удовлетворять условиям
	 ( ) ( )(0) ( ) 0.w wA A l= = 	 (2.7)

Из условия (2.7) в силу второго уравнения из (2.4), должны выполняться условия для давлений
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( )( )

0
pdA z

dz
=  при 0z =  и .z l= 	 (2.8)

Чтобы для уравнения (2.6) было выполнено условие (2.8) при z = 0, постоянная c1 должна равняться 
нулю (c1 = 0). Тогда при z = l получим

	 ( )sin 0.Kl =  	 (2.9)
Это уравнение представляет собой характеристическое уравнение для определения комплексной час-

тоты .iw = W + δ  Причем действительная часть Ω определяет круговую частоту колебаний, а мнимая 
часть – интенсивность затухания. Уравнение (2.9) имеет множество решений, удовлетворяющих условию

	 , 1, 2,3Kl k k= p = …	 (2.10)
Если пренебречь вязкостным трением жидкости об стенки скважины (ν = 0), а также наличием ради-

альных трещин ГРП (n = 0), то с учетом выражения для K из (2.5) получим
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Решение (2.6) в этом случае запишется как
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В случае отсутствия трещин ГРП (n  = 0) из (2.10) следует

	 2
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	 (2.11)

Предположим, что для первой гармоники (k = 1) удовлетворяется условие 1 1.W δ  Так как ,iw = W + δ  
разделяя действительную и мнимую части и делая оценки параметров, из (2.11) имеем

	 1
1 2

1
, .

2 2

C
l a

nWp
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Наиболее информативной и долгоживущей в общем случае является первая гармоника. Поэтому для 
определения комплексной частоты этой гармоники из (2.10), учитывая (2.5), можем записать

	
222

1 1 .f fnd k xCl
C y ia
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3. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ
Для численных расчетов примем следующие значения параметров: a = 0.01 м – радиус скважины, 

l = 500 м – длина горизонтального закрытого с двух концов участка скважины, r = 1000 кг/м3 – плотность 
жидкости, C = 1500 м/с – скорость звука в среде, mp = 0.1 – пористость пласта, mf = 0.2 – пористость тре-
щины, m = 10–3 Па × с – динамическая вязкость жидкости.

Отметим, что в теоретической модели, описывающей течение в трещинах, ширина трещины df и про-
ницаемость kf входят в виде произведения df kf = Cf . Это, в свою очередь, приводит к неоднозначности 
определения значений df и kf по промысловым данным. Параметр Cf называется проводимостью трещины.

На рис. 2 приведены зависимости собственной частоты W (а), коэффициента затухания d (б) и декре-
мента затухания D (в), определяемого так (2p/W)d от проводимости трещины ГРП. Линии 1–3 соответствуют 
значениям проницаемости пласта kp = 10–15, 10–13, 10–12 м2. Число трещин N  = 10.

Из рисунка следует, что увеличение проводимости с 10–15 до 10–12 м3 приводит к снижению собственной 
частоты, при этом если проницаемость kp = 10–15 м2, то собственная частота снижается на 0.2 с–1, а при 
проницаемостях kp = 10–13, 10–12 частота снижается на 0.4 с–1.
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Рис. 2. Зависимости собственной частоты (а), ко-
эффициента затухания (б) и декремента (в) от про-
водимости Cf трещины ГРП при числе трещин 
N  = 10: 1–3 – kp = 10–15, 10–13, 10–12.

Рис. 3. Зависимости собственной частоты (а), коэффи-
циента затухания (б) и декремента затухания (в) от 
проницаемости пласта kp при значениях ширины тре-
щины: 1–3 – df = 1, 3, 5 мм и числе трещин: N  = 7, 10, 
13 – соответственно сплошная, штриховая, точечная 
линии.
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Особенно резкое изменение частоты наблюдается при проводимости в промежутке от 10–13 до 10–12 м3. 
Что касается коэффициента затухания и декремента затухания, то при увеличении проводимости с 10–15 
до 10–12 м3, коэффициент затухания увеличивается в диапазоне от 0 до 1.5 с–1, а декремент затухания в 
диапазоне от 0 до 1. При этом также значительно увеличиваются коэффициент и декремент затухания при 
проводимости от 10–13 до 10–12 м3.

На рис. 3 приведены зависимости собственной частоты W (а), коэффициента затухания d (б) и декре-
мента затухания D (в) от проницаемости пласта kp при значениях ширины трещины df : 1 – 1 мм, 2 – 3 мм, 
3 – 5 мм. Сплошная линия – количество трещин N = 7, штриховая – 10, точечная – 13.

Видно, что при увеличении проницаемости c 10–15 до 10–10 м2 собственная частота падает. Однако когда 
df = 1 мм, частота падает незначительно: с 9 до 8 с–1. Также незначительно частота падает с 9 до 7 с–1, когда 
df  = 3 мм и N = 7. При df  = 5 мм и N = 7 увеличение проницаемости приводит к более быстрому уменьшению 
собственной частоты с 8 до 5 с–1, а если df  = 5 мм и N = 10, N = 13, df  = 3 мм и N = 13, то увеличение про-
ницаемости приводит более чем двукратному снижению собственных колебаний. 

При df  = 1 мм и N = 7, N = 10 и N = 13 и df  = 3 мм и N = 7 и N = 10, df  = 5 мми N = 7 коэффициент зату-
хания увеличивается на 1 с–1 с увеличением проницаемости в диапазоне от 10–15 до 10–10.

В случаях когда df  = 3 мм и N = 13, а также df  = 5 мм и N = 10, N = 13 при увеличении проницаемости 
коэффициент затухания возрастает, достигает своего максимума в диапазоне с 10–13 до 10–11 м2 и начинает 
убывать. Что касается декремента затухания, то при df  = 1 мм с увеличением проницаемости с 10–15 до 
10–10 м2 он увеличивается незначительно: около 1 с–1. Однако при df  = 3 мм и N = 10, N = 13, а также при 
df  = 5 мм и N = 7, N = 10 декремент затухания увеличивается более чем двукратно с увеличением прони-
цаемости с 10–15 до 10–10 м2.

0.00 0.02 0.04
3

9

6

n = N/l

Ω, c‒1

1

2

3

(а)

0.00 0.02 0.04
0

3

6

δ

1

2

3
(б)

n = N/l

0.00 0.02 0.04
0

6

12

∆

1

2

3

(в)

n = N/l

Рис. 4. Зависимости собственной частоты (а), ко-
эффициента затухания (б) и декремента затухания 
(в) от количества трещин на единицу длины сква-
жины n  = N/l при ширине трещины df  = 3 мм: 1–3 – 
kp = 10–15, 10–13, 10–12.
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Наиболее нетривиальный эффект наблюдается когда df  = 5 мм и N = 13: Декремент затухания увеличи-
вается, достигает свой максимум D = 6 при проницаемости kp = 10–13 и далее уменьшается до D ≈ 3.5 с уве-
личением проницаемости до 10–10 м2.

На рис. 4 показана зависимость собственной частоты W (а), коэффициента затухания d (б) и декремента 
затухания D (в) от количества трещин на единицу длины скважины n  = N/l. Ширина трещины df  = 3 мм. 
Линии 1–3 соответствуют значениям проницаемости пласта kp = 10–15, 10-13, 10-12 м2. Собственная частота 
падает при увеличении n с 0 до 0.04, однако при проницаемости пласта kp = 10–13 м2 собственная частота 
снижается с 9.5 до 5 с–1, при kp = 10–12 м2 собственная частота снижается более чем в три раза, с 9.5 до 3 с–1.

Коэффициент затухания и декремент затухания возрастают при увеличении n с 0 до 0.04. Однако при 
проницаемости kp = 10–15 м2 декремент затухания увеличиваются в два раза быстрее, в отличие от случая, 
когда kp = 10–13 , 10–12 м2. Коэффициент затухания увеличивается, достигает максимума (d ≈ 6 при n ≈ 0.02) 
и убывает с увеличением n.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Получено трансцендентное уравнение для комплексной частоты собственных колебаний столба жид-

кости в горизонтальной скважине с множественным ГРП. На основе этого уравнения определены частот-
ные характеристики (частота колебаний, коэффициент затухания, амплитуда колебаний), описывающие 
собственные колебания жидкости в горизонтальной скважине с системой трещин, перпендикулярных 
стволу скважины.

Проведенный численный анализ частотных характеристик колебаний показывает влияние изменения 
ширины трещины, количества трещин и проницаемости пласта на собственные частоты.

ФИНАНСИРОВАНИЕ
Исследование выполнено при поддержке средствами госбюджета по госзаданию № 075-00570-24-01 

(“Гидрогазодинамика многофазных, термовязких и микродисперсных сред”).

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1.	  Экономидес М., Олини Р., Валько П. Унифицированный дизайн гидроразрыва пласта: от теории к практике. 

М.; Ижевск: Институт компьютерных технологий, 2007. 237 с.
2.	  Cinco-Ley H. Evaluation of hydraulic fracturing by transient pressure analysis methods // Proс. Petrol. Exh. Techn. 

Symp. Beijing, China. 1982. SPE-10043-MS.
3.	  Нагаева З.М., Шагапов В.Ш. Об упругом режиме фильтрации в трещине, расположенной в нефтяном или 

газовом пласте // ПММ. 2017. Т. 81. № 3. С. 319–329.
4.	  Хабибуллин И.Л., Хисамов А.А. Нестационарная фильтрация в пласте с трещиной гидроразрыва // Изв. РАН. 

МЖГ. 2019. № 5. С. 6–14. DOI: 10.1134/S0568528119050050.
5.	  Holzhausen G.R., Gooch R.P. Impedance of Hydraulic Fractures: Its Measurement and Use for Estimating Fracture 

Closure Pressure and Dimensions // Paper SPE-13892-MS pres. at the SPE Low Perm. Gas Reserv. Symp. 1985.
6.	  Patzek T., De A. Lossy Transmission Line Model of Hydrofractured Well Dynamics // J. Pet. Sci. Eng. V. 25(1-2). 

2000. P. 59–77.
7.	  Carey M., Mondal S., Sharma M. Analysis of Water Hammer Signatures for Fracture Diagnostics // Paper SPE-

174866-MS presented at the SPE Annu. Techn. Conf. and Exh. 2015.
8.	  Wang X., Hovem K., Moos D., Quan Y. Water Hammer Effects on Water Injection Well Performance and Longevity // 

Paper SPE-112282-MS pres. at the SPE Int. Symp. and Exh. on Form. Damage Control. 2008.
9.	  Ляпидевский В.Ю., Неверов В.В., Кривцов А.М. Математическая модель гидроудара в вертикальной скважине // 

Сиб. электрон. матем. изв. 2018. № 15. C. 1687–1696. DOI: 10.33048/semi.2018.15.140.
10.	 Байков В.А., Булгакова Г.Т., Ильясов А.М., Кашапов Д.В. К оценке геометрических параметров трещины 

гидроразрыва пласта // Изв. РАН. МЖГ. 2018. № 5. C. 64–75. DOI: 10.31857/S056852810001790-0.
11.	 Ильясов А.М., Булгакова Г.Т. Квазиодномерная модель гиперболического типа гидроразрыва пласта // Вестн. 

Сам. гос. техн. ун-та. Сер. Физ.-мат. науки. 2016. Т. 20. № 4. С. 739–754. 
	 DOI: https://doi.org/10.14498/vsgtu1522.
12.	 Башмаков Р.А., Насырова Д.А., Шагапов В.Ш. Собственные колебания жидкости в скважине, сообщающейся 

с пластом, при наличии трещины ГРП // ПММ. 2022. Т. 86. Вып. 1. С. 88–104. 
	 DOI: 10.31857/S0032823522010027.

ИЗВЕСТИЯ РАН. МЕХАНИКА ЖИДКОСТИ И ГАЗА  № 2  2024

	 СОБСТВЕННЫЕ КОЛЕБАНИЯ ЖИДКОСТИ В СКВАЖИНЕ, СООБЩАЮЩЕЙСЯ С ПЛАСТОМ... � 127

https://doi.org/10.1134/S0568528119050050
https://doi.org/10.31857/S056852810001790-0
https://doi.org/10.14498/vsgtu1522
https://doi.org/10.31857/S0032823522010027


13.	 Башмаков Р.А., Насырова Д.А., Шагапов В.Ш., Хакимова З.Р. Колебания столба жидкости в открытой сква-
жине и сообщающейся с пластом, подверженным ГРП // Вестн. Башкирск. ун-та. 2022. Т. 7. Вып. 4. С. 872–
880. DOI: 10.33184/bulletin-bsu-2022.4.10.

14.	 Шагапов В.Ш., Башмаков Р.А., Рафикова Г.Р., Мамаева З.З. Затухающие собственные колебания жидкости 
в скважине, сообщающейся с пластом // ПМТФ. 2020. Т. 61. № 4. С. 5–14. DOI: 10.31857/S0032823522010027.

15.	 Аносова Е.П., Нагаева З.М., Шагапов В.Ш. Фильтрация флюида к скважине через радиальную трещину ГРП 
при постоянном расходе // Изв. РАН. МЖГ. 2023. № 2. С. 90–101. DOI: 10.31857/S0568528122600692.

16.	 Голф-Рахт Т.Д. Основы нефтепромысловой геологии и разработки трещиноватых коллекторов / Под ред. 
А.Г. Ковалёва. М.: Недра, 1986. 608 с.

17.	 Ватсон Г.Н. Теория бесселевых функций. М.: Изд. иностр. лит-ры, 1949. 728 с.

NATURAL VIBRATIONS OF FLUID IN A WELL CONNECTED  
WITH THE RESERVOIR BY A SYSTEM OF RADIAL FRACTURES

R. A. Bashmakov a,b,*, D. A. Nasyrovab,**, and Z. R. Khakimovac,***

a Ufa University of Science and Technology, Ufa, Russia
b Mavlyutov Institute of Mechanics of the Ufa Federal Research Center of the Russian Academy of Sciences, Ufa, Russia

c Ufa State Petroleum Technological University, Ufa, Russia
* E-mail: Bashmakov_Rustem@mail.ru

** E-mail:dinasyrova@mail.ru
*** E-mail: zulfya.hakimova@yandex.ru

The problem of natural vibrations of a fluid in a horizontal well with multiple fractures obtained by hydraulic 
fracturing is considered. A mathematical model of the natural vibrations of fluid in a horizontal oil well connected 
to the reservoir by a system of radial hydraulic fractures is constructed and the frequency characteristics of the 
natural vibrations of fluid as functions of the hydraulic fracture and reservoir parameters are determined. Using 
a numerical analysis of the frequency characteristics of vibrations, the effect of changes in the fracture width, the 
number of fractures, and the reservoir permeability on the natural frequencies is demonstrated.
Keywords: natural vibrations, horizontal well, hydraulic fracturing, vibration period, damping rate
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Предложен и проверен метод определения размеров и формы полимерных молекул в растворах, осно-
ванный на измерении релаксации поперечной намагниченности ядер. Установлено, что затухающий 
сигнал спинового эха от удлиненных молекул содержит два экспоненциально спадающих со временем 
слагаемых, соответствующие двум коэффициентам диффузии, различающимся примерно в два раза. 
Сигнал от молекул, форма которых ближе к сферической, содержит только одну экспоненту.

Ключевые слова: раствор полимера, макромолекула, диффузия, ядерный магнитный резонанс

DOI: 10.31857/S1024708424020127   EDN: RISUUK

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Целью исследования является разработка метода, позволяющего на основе данных ядерного магнитного 

резонанса (ЯМР) о диффузионной подвижности растворенного полимера определять форму и размеры 
его молекул.

Известно [1], что полимерная молекула с малым числе звеньев, как правило, линейна, а с большим 
представляет собой либо клубок, либо глобулу, т.е. напоминает, скорее, шар.

Коэффициент диффузии (далее – КД) молекулы в форме шара радиуса R в жидкости с вязкостью h, 
вычисленный с использованием формулы Стокса, ( )/ 6 .BD k T R= ph

Коэффициент диффузии линейной молекулы является симметричным тензором. Действительно, на 
цилиндр радиусом R и длиной L  >> R, движущийся в вязкой жидкости со скоростью V вдоль и поперек 
своей оси, со стороны жидкости действуют силы, соответственно,

	
2

,
L

F V
ph

=
L

 
4

,
L

F V⊥
ph

=
L 	 (1.1)

где ( )ln /L RL = . Для вывода первой формулы нужно сначала рассмотреть движение бесконечно длинного 
цилиндра и приравнять к нулю скорость увлекаемой им жидкости на расстоянии от оси r  ~ L, что дает для 
F| | выражение (1.1), справедливое с логарифмической точностью ~1/L. Приведенное в (1.1) выражение 
для F⊥ имеет такую же погрешность и является предельным случаем задачи об обтекании эллипсоида, 
решенной в [2].
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Если создать условия, при которых растворенные линейные молекулы будут диффундировать либо 
только вдоль, либо только поперек своей оси, то, в соответствии с формулами (1.1), КД для таких движе-
ний будут различаться в два раза:

	 ,
2

Bk T
D

L
L

=
ph

  ,
4

Bk T
D

L⊥
L

=
ph

 	 (1.2)

(в этом качественном соображении состоит исходная идея определения формы растворенных молекул). 
Покажем, что такие условия существуют.

2. НАБЛЮДЕНИЕ ДВУХ РЕЖИМОВ ДИФФУЗИИ
Данная работа была проделана в рамках разработок биоразлагаемых наноконтейнеров для адресной 

доставки лекарственных средств. Одна из задач состояла в том, чтобы научиться определять и отбирать 
полимерные молекулы, принимающие в заданном растворителе линейную форму.

Для отработки методики отбора был выбран полиэтиленгликоль (ПЭГ), молекулы которого состоят из 
~10 звеньев. В этом случае
	 ~ 20 �нм,L  ~ 0.2 �нм.R 	 (2.1)

Из условий (2.1) следует, что погрешность формул (1.2) составляет ~1 ~ 20%,L  что приемлемо для 
возможности различения КД из (1.2).

Для измерения КД применялась импульсная последовательность DOSY (см., напр., труд [3]). В ней, 
как и в известной последовательности КПМГ (Карр–Парселл–Мейбум–Гилл), измеряется спад интен-
сивности спинового эха со временем.

Соответствующая методика измерения КД молекул хорошо отработана, изложена во многих руковод-
ствах (см., напр., [4–6]). Этот технический вопрос, второстепенный как для нас, так и для основной те-
матики журнала, не будем обсуждать детально. Для пояснения сути метода достаточно будет сказать, что 
зависимость величины сигнала протонного спинового эха от времени t в простых случаях имеет вид

	 ( )0 expU U t= -a ,	 (2.2)
где параметр a известным образом (см. пионерскую работу [5]) связан с КД. Так, ( )2/12�D GTpa = g  в наи-
более простом случае — для последовательности КПМГ при наличии постоянного по времени и объему 
образца градиента модуля магнитного поля G = |∇B |. Здесь g — гиромагнитное отношение (для протонов 
g = 2.675 × 108 с−1 Тл−1), Tp — период между повторяющимися p-импульсами в КПМГ-последовательности. 
Измеряя a, находим КД.

Из формул (1.2) и (2.1) следует оценка D  ~ (1–3)  ×10–6 см2/c, что, во-первых, удовлетворительно со-
гласуется с результатами наших измерений (рис. 1) и, во-вторых, указывает на возможность определения 
размеров макромолекул рассматриваемым методом. В нашем методе улавливается сигнал от протонов, 
входящих в состав растворенных молекул. По этой причине в качестве растворителя был выбран дейте-
рохлороформ CDCl3. Применение этого растворителя вместо хлороформа CHCl3 позволяет избавиться от 
фонового сигнала, производимого протонами растворителя.

Обсудим смысл данных, приведенных на рис. 1 и 2.
Из них видно, что при мольных долях линейных молекул ПЭГ 0.05x   имеет место случай (2.2), т.е. 

сигнал спинового эха описывается одной экспонентой. Затухание спинового эха определяется перемеще-
нием молекул только вдоль градиента модуля магнитного поля ∇B, который создается при измерениях по 
методу DOSY.

При малых концентрациях раствора молекулы движутся независимо друг от друга. За характерное время 
релаксации сигнала ~ 1 ~ 0.5�t a  c молекула диффундирует на расстояние ~ 6 ~ 0.002 �см .S D Lt   За 
это время линейная молекула хаотически совершает ~S/L ~ 1000 полных оборотов. В таком случае все 
протоны каждой отдельной молекулы между собой равноправны, поскольку диффузионносмещаются 
практически на одинаковые расстояния �~ 6 ,Dt  отличающиеся друг от друга на малую величину 

6 .L D≤ t  По этой причине наблюдаемый коэффициент диффузии для всех протонов линейных моле-
кул одинаков, и ЯМР-сигнал описывается одной экспонентой. Таким образом, при малых x по этому 
сигналу нельзя отличить линейную молекулу от сферической.
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Положение меняется с ростом x, когда молекулы начинают касаться друг друга, и по этой причине их 
вращение затрудняется. Имея это обстоятельство в виду, а также формулы (1.2), мы обработали сигнал по 
формуле
	 1 2

1 2
t tU U e U e-a -a= +  	 (2.3)

и получили результаты, представленные на рис. 1 и 2.
Видно, что двухкомпонентная диффузия (2.3) существует при мольных долях ПЭГ 0.05 0.12x   

причем, согласно рис. 1, измеренные величины КД согласуются с формулами (1.2), т.е. различаются при-
мерно в два раза. Некие сбои, отмеченные на рис. 2, связаны с неустойчивостями нахождения параметров 
формулы (2.3) по методу наименьших квадратов, порожденными недостаточным объемом статистики.

При концентрациях 0.05x   длина молекул ПЭГ превышает расстояние между их центрами, поэтому 
вращение молекул становится затрудненным, “замороженным”, что и приводит к двухкомпонентности 
наблюдаемого сигнала.

Как говорилось ранее, затухание спинового эха определяется перемещением молекул только вдоль 
вектора ∇B градиента модуля магнитного поля. Приближенно, на качественном уровне, линейные моле-
кулы можно подразделить на две группы: ориентированные преимущественно вдоль и поперек вектора 
∇B. Из-за затрудненности вращения каждой из этих групп свойственен свой коэффициент диффузии, 
определяемый формулами (1.2), что и проявляется в сигнале спинового эха.

При более строгой обработке опытов молекулы следовало бы разделить на большее количество групп 
в зависимости от их ориентации относительно ∇B, что привело бы к увеличению количества слагаемых 
в формуле (2.3). Однако, как показали приведенные здесь данные опытов с молекулами ПЭГ, а также 
с другими линейными молекулами (для краткости изложения их не обсуждаем), учет двух экспонент до-
статочен для различения линейных молекул от сферических.

Неясной остается природа однокомпонентности диффузии при 0.12x   что может стать предметом 
будущего исследования.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе показано, что диффузионно-чувствительный метод ядерного магнитного резонанса (DOSY) 

позволяет идентифицировать конформационное состояние растворенных макромолекул в форме клубка 
(глобулы) или стержня.

В первом случае интенсивность сигнала спинового эха от макромолекул описывается одним слагаемым, 
экспоненциально спадающим со временем. В случае же линейных молекул в сигнале обнаруживаются по 
меньшей мере две экспоненты.
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Рис. 1. Зависимость величин коэффициентов диф-
фузии D1 и D2 от мольной доли линейных молекул 
полиэтиленгликоля (ПЭГ), растворенных в дейтеро-
хлороформе CDCl3.

Рис. 2. Зависимость величин предэкспоненциальных 
множителей U1,2 от мольной доли линейных молекул 
ПЭГ в CDCl3.
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Этот результат может найти применение в физикохимии растворов макромолекул. Во всяком случае, 
он практически значим в некоторых медицинских приложениях, на которые и направлено наше иссле-
дование.
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A new method of determining the dimensions and shapes of polymer molecules in solutions is proposed and 
verified in experiments. The method is based on the measurements of the relaxation of the transverse magnetization 
intensity of nuclei. It is established that the decaying signal of the spin echo from elongated molecules contains 
two terms exponentially decaying with time, which correspond to two diffusion coefficients differing by a factor 
of about two. The signal from molecules with a near-spherical shape contain only one exponent.
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Представлены результаты численного исследования взаимодействия сформированной ячеистой волны 
детонации, распространяющейся в заполненном покоящейся стехиометрической водородно-воздушной 
смесью плоском канале, с расположенными на его внутренней поверхности множественными препят-
ствиями (барьерами). Исследование проведено в целях определения условий, обеспечивающих подав-
ление детонации. Изучено влияние геометрических параметров области с препятствиями на распро-
странение волны. Обнаружено, что локализация препятствий в углублении в стенке канала приводит 
к снижению их разрушающего воздействия на детонацию. Рассмотрено гашение детонационного горе-
ния расположенным вдоль стенки канала слоем нереагирующего газа, ограниченным одиночными 
барьерами. Исследовано влияние состава газа на взаимодействие волны детонации со слоем. Предложены 
нереагирующие газовые смеси, при заполнении которыми области с препятствиями усиливается раз-
рушающее воздействие барьеров на детонационную волну.

Ключевые слова: плоский канал, самоподдерживающаяся детонационная волна, множественные пре-
пятствия (барьеры), слой нереагирующего газа, гашение детонационного горения

DOI: 10.31857/S1024708424020135   EDN: RINJEP

Определение новых способов гашения детонации для решения задач взрывобезопасности представляет 
собой одно из основных направлений изучения детонационного горения. Исследования показали, что 
для разрушения распространяющейся волны детонации можно использовать завесы из нереагирующих 
частиц пыли [1], помещенные в газ неподвижные инертные частицы или облака частиц [2–3].

Установлено, что в качестве элементов пассивной системы взрывобезопасности можно рассматривать 
расположенные в канале щелевые пластины [4] и перфорированные стенки [5, 6], различные пористые 
вставки на внутренней поверхности канала, см., например, [7–10]. Разрушающее воздействие на волну 
оказывают помещенные в канал препятствия различной конфигурации [11–15], в том числе множественные 
барьеры, расположенные на его внутренней поверхности.

Было обнаружено, что в случае стехиометрической водородно-воздушной смеси для повышения устой-
чивости детонации к возмущениям, вызванным серией барьеров, можно использовать как предваритель-
ную частичную диссоциацию молекулярного кислорода и водорода на атомы [13, 14], так и одновременное 
внесение в смесь добавок аргона и озона [15].

Продолжая исследование [16], данная работа численно изучает распространение детонационной волны 
в стехиометрической водородно-воздушной смеси в плоском канале, на одной из стенок которого локально 
расположены множественные барьеры, в целях определения условий, обеспечивающих гашение 
детонационного горения.

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Рассматривается распространение детонационной волны в покоящейся при нормальных условиях 

(p0 = 1 атм, T0 = 298 K) стехиометрической водородно-воздушной смеси в полубесконечном плоском канале 
шириной L (L = 2 см), на внутренней поверхности которого расположена область с барьерами. Подобные 
серии препятствий можно рассматривать как модель вставки с пористым покрытием, например, покрытой 
стальной ватой [10].

 



Для инициирования детонации используется мгновенный однородный сверхкритический (достаточный 
для прямого инициирования детонации) подвод энергии в узком слое около закрытого торца канала. 
Горючая смесь моделируется смесью газов H2, O2, N2 в молярном соотношении 42 : 21 : 79 соответственно.

Система уравнений, описывающих плоское двумерное нестационарное течение невязкой много
компонентной реагирующей газовой смеси, имеет вид
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где T – температура; R0 – универсальная газовая постоянная. Зависимости парциальных энтальпий от 
температуры hi(T) определяются по приведенным энергиям Гиббса соответствующих компонентов смеси 
[17]. Для описания химического взаимодействия используется детальный кинетический механизм оки-
сления водорода, предложенный в работе [18].

Расположенные в канале барьеры моделируются как бесконечно-тонкие твердые поверхности, на 
которых, как и на стенках канала, выполняется условие непротекания.

Для решения уравнений газовой динамики использовалась явная схема второго порядка аппроксимации 
на основе схемы С.К. Годунова [19–22].

Расчет проведен на сетке с шагом разбиения D = 5 мкм, обеспечивающим корректное разрешение 
структуры волны детонации. Для численного моделирования использовался оригинальный программный 
модуль, в котором реализовано гибридное распараллеливание расчетов MPI/OpenMP.

Исследование выполнено с использованием оборудования Центра коллективного пользования 
сверхвысокопроизводительными вычислительными ресурсами МГУ им. М.В. Ломоносова [23].

ГАШЕНИЕ ДЕТОНАЦИИ В КАНАЛЕ С МНОЖЕСТВЕННЫМИ ПРЕПЯТСТВИЯМИ
Начальный однородный энергоподвод инициирует плоскую детонационную волну, фронт которой со 

временем искривляется, возникают поперечные волны, в результате формируется самоподдерживающа-
яся детонационная волна с ячеистой структурой [24]. Нерегулярность полученной в расчетах структуры 
детонации согласуется с результатами экспериментального исследования детонационного горения 
разбавленных азотом водородно-кислородных смесей [25].

Средняя скорость распространения полученной в расчетах самоподдерживающейся волны D @ 1970 м/с. 
Относительное отклонение численного значения скорости от определенного в эксперименте [26] не пре-
восходит 0.5%. Протяженность зоны индукции (расстояние от лидирующей ударной волны до точки 
максимального градиента температуры в зоне реакции), полученная при рассмотрении структуры дето-
нации Зельдовича–Неймана–Деринга, ∆ind = 0.23 мм, что совпадает с данными работы [27].

Однако следует отметить, что средний размер детонационной ячейки полученной в расчетах волны 
существенно меньше размера ячейки детонации, наблюдаемой в эксперименте [26, 28]. Подобное несо-
ответствие размеров численной и экспериментальной детонационных ячеек в водородно-воздушной смеси 
отмечалось в ряде работ (см., напр., [29]).

Положение препятствий на стенке канала выбиралось так, чтобы к ним подходила сформировавшаяся 
ячеистая детонация. Результат взаимодействия волны с областью с препятствиями зависит от протяженности 
области Lb, высоты барьеров Hb и расстояния между соседними барьерами DLb.

ИЗВЕСТИЯ РАН. МЕХАНИКА ЖИДКОСТИ И ГАЗА  № 2  2024

140	 ЖУРАВСКАЯ и др.



В данной работе рассмотрены области с шагом расстановки препятствий DLb = 1 мм. Проведенные 
расчеты показали, что увеличение высоты барьеров или протяженности области при прочих фиксированных 
параметрах можно рассматривать как способы гашения детонационного горения. Так, детонация 
восстанавливается после взаимодействия с препятствиями высотой Hb = 3 мм, расположенными на части 
стенки канала протяженностью Lb = 5 см (рис. 1а).

Однако расширение области до Lb = 6 см или увеличение высоты препятствий до Hb = 7 мм оказываются 
достаточными условиями для гашения детонационного горения барьерами (рис. 1б, в). На рис. 1 и далее 
представлены численные аналоги следа, оставляемого в эксперименте проходящей детонационной волной 
на расположенной вдоль стенки канала закопченной пластине.

При прохождении детонации вдоль области с барьерами наблюдается гашение поперечных волн на 
препятствиях и зарождение новых в волне детонации, при этом размер ячейки детонационной волны 
постепенно увеличивается. Подобное изменение структуры волны наблюдалось при экспериментальных 
исследованиях распространения детонации в каналах с пористыми стенками [9].

В случае реинициирования детонации после взаимодействия с барьерами (см. рис. 1а) восстановление 
детонационного горения поперек всего канала происходит на некотором расстоянии от препятствий: 
первоначально формируется пересжатая детонация, о чем свидетельствует ее мелкая ячеистая структура; 
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Рис. 1. Численные аналоги следа детонационной волны при взаимодействии с множественными барьерами 
(DLb = 1 мм): а – реинициирование детонации при Lb = 5 см и Hb = 3 мм; б, в – гашение детонационного горения 
при Lb = 6 см, Hb = 3 мм и Lb = 5 см, Hb = 7 мм соответственно. Здесь и далее волна распространяется слева направо.
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постепенно размер детонационной ячейки увеличивается. Такой характер восстановления детонации 
наблюдался в экспериментах для смесей с нерегулярной ячеистой структурой [6].

Наряду с препятствиями на внутренней поверхности канала рассмотрено взаимодействие волны с 
множественными барьерами, помещенными в расположенную в стенке нишу, глубина которой равна 
высоте препятствий. Расчеты показали, что несмотря на расширение канала в области барьеров (величина 
расширения докритическая), приводящее к локальному распаду волны при ее выходе в углубление (нишу), 
общее разрушающее воздействие препятствий на волну существенно слабее, чем препятствий, располо-
женных на внутренней поверхности канала, при прочих равных условиях.

Так, область протяженностью Lb = 6 см с барьерами высотой Hb = 3 мм, гасящая детонационное горе-
ние в случае ее расположения на внутренней поверхности канала (см. рис. 1б), не разрушает волну при ее 
локализации в углублении (рис. 2).

Это связано с тем, что при расположении барьеров в нише формируется течение с распространяющейся 
волной в канале с препятствиями, ширина которого больше ширины первоначального канала на величину 
углубления, а расширение канала при прочих равных условиях снижает разрушающее воздействие пре-
пятствий на детонацию.

Исследовано взаимодействие волны детонации с расположенным вдоль стенки канала слоем воздуха 
при нормальных условиях, ограниченным с обеих сторон одиночными барьерами. Получено, что, как и 
в случае области с препятствиями, наличие воздушного слоя приводит к ослаблению подходящих к нему 
поперечных волн, а увеличение его протяженности или высоты усиливают разрушающее воздействие слоя 
на волну (рис. 3).

Более того, в ряде случаев установлено, что использование воздушного слоя для гашения детонацион-
ного горения более эффективно по сравнению с областью с препятствиями той же высоты и протяженности 
с расстоянием между барьерами DLb = 1 мм (рис. 4).

Так, использование воздушного слоя протяженностью Lb = 5 см и высотой Hb = 6 мм позволяет погасить 
детонационное горение (рис. 4а), в то время как область с препятствиями с теми же параметрами не раз-
рушает детонацию (рис. 4б).

Рассмотрено взаимодействие волны с рассматриваемым слоем (Lb = 5 см, Hb = 6 мм) в случае замены 
воздуха другим нереагирующим газом. Использование аргона (Ar) вместо воздуха при прочих равных 
условиях усиливает отражение поперечных волн от слоя в связи с его более высокой плотностью (в этом 
случае отношение плотности газа в слое к плотности стехиометрической водородно-воздушной смеси 
a = 1.91, в то время как для слоя воздуха a = 1.38), что снижает разрушающее воздействие слоя на волну. 
Согласно расчетам, после взаимодействия со слоем аргона с данными параметрами детонационная волна 
восстанавливается (рис. 5а).

Замена воздуха на гелий (a = 0.19) качественно меняет характер взаимодействия детонационной волны 
со слоем (рис. 5б). В этом случае формируется движущаяся по гелию ударная волна, которая опережает 
волну детонации в горючей смеси, сопрягаясь с ней через косой скачок (рис. 6). Возникающее в этом 
случае течение подобно формирующемуся при взаимодействии ударной волны со слоем газа пониженной 
плотности, подробное исследование которого проведено в [30].
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Рис. 2. Численный аналог следа детонационной волны при взаимодействии с множественными барьерами, 
расположенными в углублении в стенке канала (Lb = 6 см, Hb = 3 мм, DLb = 1 мм).
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На этапе формирования обгоняющей детонацию ударно-волновой структуры, получившей название 
“предвестник”, ее высота меняется незначительно и близка к начальной высоте слоя гелия. На этом этапе 
происходит гашение поперечных волн в волне детонации, размер детонационной ячейки увеличивается.

Далее высота сформированного “предвестника” растет по закону, близкому к линейному, что приводит 
к сужению области детонационного горения. Волна детонации становится пересжатой: ее скорость растет, 
ячеистая структура измельчается. В результате вышедшая из области над слоем гелия волна реинициирует 
детонационное горение поперек всего канала на некотором расстоянии от слоя (рис. 5б). Таким образом, 
замена воздуха на гелий также снижает разрушающее воздействие слоя на детонацию.

Рассмотрено взаимодействие детонационной волны со слоем нереагирующего газа, состав которого 
подобран из условия a = 1 (равенство плотностей стехиометрической водородно-воздушной смеси и газа 
в слое). Установлено, что в случае заполнения рассматриваемого слоя смесью 7.1 He−16.9 N2 детонаци-
онная волна разрушается после взаимодействия с ним (рис. 5в). Однако использование в слое смеси 
19.1 He−16.9 Ar при прочих равных условиях не приводит к гашению детонационного горения (рис. 5г). 
Это связано с большей скоростью распространения ударной волны по слою в последнем случае, что 
уменьшает искривление детонационного фронта и снижает разрушающее воздействие слоя на волну.
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Рис. 3. След детонационной волны при взаимодействии со слоем воздуха: а – реинициирование детонации при 
Lb = 3 см и Hb = 7 мм; б, в – гашение детонационного горения при Lb = 4 см, Hb = 7 мм и Lb = 3 см, Hb = 8 мм соот-
ветственно.
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Подобно наблюдаемому в экспериментах при детонационном горении смесей с нерегулярной ячеистой 
структурой в каналах с пористыми вставками [9] в расчетах получено, что сохранение/гашение детонации 
при взаимодействии с барьерами определяется конкуренцией двух противоположных процессов: ослаб-
лением поперечных волн на барьерах и зарождением новых из локальных возмущений в зоне реакции (см. 
рис. 1). Следовательно, конструктивные изменения, усиливающие первый из них, будут способствовать 
разрушению детонационной волны.

Согласно проведенному исследованию, подобным способом увеличения разрушающего воздействия 
препятствий на волну является заполнение области с барьерами рядом нереагирующих газов. Так, при 
замене первоначальной горючей смеси на воздух между препятствиями высотой Lb = 3 мм в области про-
тяженностью Lb = 5 см наблюдается полное гашение детонации (рис. 7а), в то время как данная область с 
препятствиями при ее заполнении горючей смесью (рис. 1a) или слой воздуха с теми же протяженностью 
и высотой не разрушают волну. Расчеты показали, что достаточным условием для подавления детонации 
при взаимодействии с данной серией препятствий (Lb = 5 см, Hb = 3 мм) является также заполнение про-
странства между барьерами аргоном, несмотря на более интенсивное формирование отраженных от области 
волн в этом случае (рис. 7б).

Рассмотрено взаимодействие волны детонации с данной областью с барьерами при ее заполнении 
нереагирующим газом (азотом, аргоном или воздухом), разбавленным гелием из условия равенства плот-
ностей газа в области и горючей смеси в остальной части канала (т.е. при a = 1). Наиболее эффективным 
оказалось заполнение пространства между препятствиями смесью 19.1 He−16.9 Ar, обеспечивающей 
разрушение волны детонации (рис. 7в).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Проведено численное моделирование взаимодействия сформированной ячеистой волны детонации, 

распространяющейся в заполненном покоящейся стехиометрической водородно-воздушной смесью 
плоском канале, с расположенными на его внутренней поверхности множественными препятствиями 
(барьерами). Определены условия и предложены конструктивные решения, обеспечивающие подавление 
детонации.
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Рис. 4. Численный след детонационной волны при взаимодействии со слоем воздуха и областью с барьерами 
(DLb = 1 мм) при Lb = 5 см и Hb = 6 мм: а – гашение детонационного горения слоем воздуха; б – реинициирование 
детонации после прохождения области с барьерами.
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Рис. 5. След детонационной волны при взаимодействии со слоем нереагирующего газа (Lb = 5 см, Hb = 6 мм): а, б, г – 
реинициирование детонации при заполнении слоя Ar, He и 19.1 He−16.9 Ar соответственно; в – разрушение волны 
взаимодействием со слоем смеси 7.1 He−16.9 N2.
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Установлено, что увеличение протяженности области с препятствиями или высоты барьеров при про-
чих равных условиях способствует гашению детонационного горения, а размещение препятствий в углуб-
лении в стенке канала, напротив, ослабляет их разрушающее воздействие на волну.

Обнаружено, что для подавления детонации можно использовать расположенный вдоль стенки канала 
слой нереагирующего газа, ограниченный одиночными барьерами. Расчеты показали, что разрушающее 
воздействие слоя на волну определяется как его геометрическими параметрами, так и составом заполня-
ющей его газовой смеси.

Исследовано взаимодействие детонационной волны с областью с препятствиями в случае ее заполне-
ния нереагирующим газом. Для серии неразрушающих детонацию барьеров предложен ряд нереагирующих 
газовых смесей, использование которых для заполнения пространства между препятствиями обеспечивает 
гашение детонационного горения.
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Рис. 6. Изолинии плотности в случае взаимодействия детонационной волны со слоем гелия (Lb = 5 см, Hb = 6 мм) в 
момент t = 0.050 мс: 1 – ударная волна, распространяющаяся по гелию; 2 – детонационная волна; 3 – косой скачок; 
4 и 4 ′ – контактный разрыв.
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The results of numerical study of the interaction of a formed cellular detonation wave propagating in a plane 
channel occupied by a quiescent stoichiometric hydrogen-air mixture with multiple obstacles (barriers) located 
on the inner surface of the channel are given. The study is carried out to determine the conditions that ensure 
suppression of detonation. The influence of geometric parameters of the area with obstacles on wave propagation 
is studied. It is found that localization of the obstacles in a recess in the channel wall leads to a decrease in their 
destructive effect on detonation. Quenching of detonation combustion by the layer of a non-reacting gas located 
along the channel wall, limited by single barriers, is considered. The effect of gas composition on the interaction 
of the detonation wave with the layer is studied. Non-reacting gas mixtures, which, being filled into the area with 
obstacles, enhance the destructive effect of barriers on the detonation wave are proposed.
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Проводится исследование гидродинамических течений, индуцированных поступательными колебани-
ями цилиндрических тел с разной формой сечения. Движение жидкости около осциллирующих тел 
описывается с помощью системы уравнений Навье–Стокса, которая записывается в обобщенной кри-
волинейной системе координат. Переход к заданной форме тела реализуется с помощью конформного 
отображения. Решение задачи осуществляется в предположении о малости амплитуд колебаний с по-
мощью метода последовательных асимптотических разложений. Подзадачи в каждом асимптотическом 
приближении решаются численно с помощью метода конечных разностей. По результатам работы 
получены оценки гидродинамического воздействия, проведена оценка применимости высокочастотного 
асимптотического приближения, изучены вторичные стационарные течения около цилиндров, в част-
ности, на примере профиля Жуковского рассмотрено возникновение направленных стационарных 
потоков около колеблющегося несимметричного тела.
Ключевые слова: колебательное движение, вязкая жидкость, гидродинамическая сила, вторичное 
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Исследования аэрогидродинамики колебательного движения тел в жидкости имеют большое значение 
для широкого спектра прикладных направлений, таких как морское строительство [1, 2], авиационно-
космическая инженерия [3, 4], атомно-силовая микроскопия [5, 6], альтернативная энергетика [7], ми-
крофлюидика [8, 9], разработка биомиметических пропульсивных систем [10–12] и др.

Основой для многих гидродинамических моделей в обозначенной области является двумерная теория 
обтекания осциллирующих цилиндрических тел простой формы, например, круглой, квадратной, эллип-
тической и т.д. Однако даже в двумерном случае задача описания течений и определения соответствующего 
воздействия на колеблющиеся тела является нетривиальной.

При больших и средних амплитудах колебаний, когда около тел реализуются вихревые отрывные ре-
жимы обтекания, изучение аэрогидродинамики главным образом основывается на экспериментах и 
численных решениях (см., напр., [6, 9, 10, 13]), а также на моделях теории идеальной жидкости [14, 15]. 
При малых амплитудах колебаний, когда вязкие эффекты проявляются главным образом в пограничном 
слое около тела, полную картину гидродинамических процессов можно получить, используя асимптоти-
ческий подход.

Первые результаты в этой области получены еще Стоксом [16] в XIX в. Им, в частности, в первом при-
ближении было построено аналитическое решение для случая малоамплитудных колебаний круглого 
цилиндра. Развитие асимптотических исследований этой задачи проводилось далее в многочисленных 
работах, напр. [17–19, 28, 29]. 

Переход к некруглой форме сечения существенно осложняет решение задачи в рамках асимптотического 
подхода. Исследования в этой области не так многочисленны. Обобщение решения Стокса на цилиндри-
ческое тело с произвольной формой сечения проводилось в работе Така [20], им был предложен метод 

 



расчета гидродинамической силы, основанный на численном методе граничных элементов. Развитие этот 
подход получил в работах [21, 22]. Также следует отметить аналитические результаты для цилиндрических 
тел с разной формой сечения, полученные в исследованиях [23, 24] для случая высокочастотных малоам-
плитудных колебаний.

В данной работе в рамках развития метода формальных асимптотических разложений и численного 
моделирования исследуются гидродинамическое воздействие на тела с разной формой сечения, соверша-
ющие малоамплитудные поступательные колебания, и индуцированные такими колебаниями стационарные 
вторичные течения.

1.  ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
 Рассмотрим течения, которые возникают около цилиндрического тела характерного размера R, совер-

шающего малоамплитудные гармонические поступательные колебания в вязкой несжимаемой жидкости 
со скоростью 

	 0 0= cos( )(cos ,sin ),u U tw a a

где U0 – характерная амплитуда скорости колебаний; w – частота колебаний; a – угол между осью коле-
баний и осью Ox.

Решение гидродинамической задачи будем проводить в подвижной криволинейной ортогональной 
системе координат ( , )r q  жестко связанной с телом, которая задается конформнным отображением

	 ( ) , , , .
x y y x

z x iy r i
r r
∂ ∂ ∂ ∂

z = + z = + q = = -
∂ ∂q ∂ ∂q

Оно отображает полуполосу 0 ,0 2r r≤ ≤ ∞ ≤ q ≤ p  во внешность сечения цилиндра в физической об-
ласти. При этом r  = r0 переходит в замкнутую кривую, определяющую профиль сечения цилиндра, беско-
нечно удаленная точка перейдет в бесконечно удаленную ( ) =z ∞ ∞  и / 0.z∂ ∂z >  Коэффициенты Ламе 
(масштабные коэффициенты) определяются следующим образом:

	 2= = , = = = .r
z z z z z z

r rq
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

l l l l
∂z ∂ ∂ ∂q ∂q∂z

Нормируя пространственные координаты на R, время на w-1, функцию тока y на U0R, завихренность 
w на w, запишем уравнения, описывающие движение вязкой несжимаемой жидкости около цилиндра, 
в терминах завихренность – функция тока:

	
( )
( )

1
2

,
= , = ,

,

ww k
w w

t r
-∂ y∂

+ b Δ Δy
∂ ∂ ql

	
2 2

2 2 2

( , ) 1
= , = .

( , )
w w w

r r r r

 ∂ y ∂y ∂ ∂y ∂ ∂ ∂
- Δ +  ∂ q ∂ ∂q ∂q ∂ l ∂ ∂q 

	 (1)

Здесь безразмерные параметры 

	 ( ) 2
0= / , = /k U R Rw b w n

определяют безразмерную амплитуду колебаний и безразмерную частоту колебаний (где n – кинематиче-
ская вязкость жидкости) цилиндра соответственно, далее будем считать 1.k 

В заданной подвижной системе координат на границе цилиндра ставятся условия прилипания и не-
протекания, а на бесконечности задаются граничные условия, соответствующие безвихревому осцилля-
ционному течению:

	 0= : = = 0,r r
r

∂y
y

∂
	 (2)

	
( ): sin cos , .r z

r m e t m e-z∞ ∞
z=∞

∂ →∞ y ∼ q - a =  ∂z 
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2. АСИМПТОТИЧЕСКОЕ РАЗЛОЖЕНИЕ
Для решения задачи будем использовать метод формальных асимптотических разложений. Полагая 

k малой величиной, представим функции y и w в виде ряда по степеням k: 

	 0 1 0 1
0 1 0 1..., ...k k w k w k wy = y + y + = + + 	 (3)

Подставляя (3) в (1) и (2) и собирая члены при одинаковых степенях k, получим серию линейных под-
задач.

В главном члене решение описывает нестационарное стоксовское (осцилляционное) течение жидкости 
около цилиндра: 

	 10
0 0 0= , = ,

w
w w

t
-∂

b Δ Δy
∂

	 (4)

	 0
0 0= : = = 0,r r

r
∂y

y
∂

	 ( )0: = sin cos (1).rr m e t O∞→∞ y q - a +

В соответствии с имеющимися граничными условиями решение подзадачи в этом члене можно пред-
ставить в следующем виде: 
	 ( )( )1 2 1 2

0 0 0 0 0= Real = cos sin ,iti e t ty y + y y - y 	 (5)

	 ( )( )1 2 1 2
0 0 0 0 0= Real = cos sin .itw w iw e w t w t+ -

Подставляя (5) в (4), перепишем эту подзадачу как

	

1,2 1,2
0 0

2 1 1
0 0

1 1 2
0 0

=

= ,

=

w

w w

w w

-

-

 Δy
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∂

	 ( )1 2
0 0: sin , (1).rr m e O∞→∞ y ∼ q - a y =

Далее ее решение будет определяться численно.
Подзадача при первой степени k, описывает как осцилляционные, так и стационарные потоки (далее 

стационарная часть обозначается с помощью индекса s). В ходе дальнейшего решения мы будем исследо-
вать только стационарную составляющую решения, описывающую вторичные стационарные течения. 
Подзадача для определения этой составляющей записывается следующим образом:

	
( ) ( ) ( )1 1 2 2

0 0 0 00 0
1 2 2

, ,,
= = ,

( , ) ( , ) ( , )(2 )

s
s

w ww
w

r r r

∂ y ∂ y∂ yb b
Δ +

∂ q ∂ q ∂ ql l
	 (7)

	 1 1= ,s swΔy

	 1
0 1= : = = 0.

s
sr r

r
∂y

y
∂

Для симметричных тел на бесконечности будем использовать следующие условия: 

	 1: = (1).sr O→∞ y

При колебаниях несимметричных тел могут возникать направленные потоки, в этом случае условие на 
бесконечности нужно рассматривать в виде 

	 1: = ( ).s rr O e→∞ y
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Решение стационарной задачи далее также будет определяться численно.

3. ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ
Численное решение подзадач (6), (7) проводится с помощью метода конечных разностей. Решение 

строится в ограниченной области 0 , 0 2r r r∞≤ ≤ ≤ q ≤ p  на равномерных (в пространстве конформного 
отображения) сетках с rn nq×  узлов. Дискретные значения переменных определяются в узлах расчетной 
сетки.

Для аппроксимации оператора Лапласа (в двумерной области) используется стандартный симетричный 
пятиточечный шаблон. Для вычисления частных производных в правой части уравнения (7) по дискрет-
ному решению, полученному в главном члене, используются симметричные конечно-разностные схемы 
4-го порядка точности за исключением точек в окрестности границ области, где применяются центральные 
разности 2-го порядка точности. Как показывают расчеты, высокий порядок схемы для вычисления пра-
вой части позволяет существенно снизить накопление ошибок при решении задачи (7), в особенности 
при изучении колебаний несимметричных тел.

Остановимся более подробно на дискретизации граничных условий (ГУ). На границе цилиндра ГУ 
преобразуются к следующему виду:

	    ( )1,2 1,2 1,2
00 0 00 02 2

0

1 2
( ) = 0, ( ) = ,

( )
rr w r r h

r h
y y +

l

где тильда обозначает приближенную сеточную функцию; hr – шаг сетки по координате r. Условие для 
завихренности здесь отражает широкоизвестное условие Тома 2-го порядка точности [25].

На внешней границе расчетной области в первой подзадаче (6) ГУ записываются в следующем виде: 

	  ( )


( ) ( )
1( 2)

1 0
0 = 2 sin ,

up
r

r r m e
r

∞
∞ ∞ ∞

∂ y
y + q - a

∂

	  ( )


( )


( )
2 1,2( 2) ( 2)

2 00
0 = 0, = 0.

up up w
r r r

r r∞ ∞ ∞
∂ y ∂

y +
∂ ∂

Индекс (up2) у символа частной производной указывает здесь на использование направленной разно-
сти второго порядка точности для аппроксимации соответствующей производной. Представленные условия 
призваны смоделировать правильное осцилляционное поведение течения на удаленной (на конечное 
расстояние) границе. Дополнительные замечания по критериям выбора соответствующих условий даны 
в разделе 5.1.

Во второй подзадаче дискретные граничные условия на внешней границе задаются для симметричных 
тел как 

	


( ) ( ) 

( )
( ) ( )

22 1 1 = 0,
s sup up

r hr r
re r e r h

r r
-∞∞

∞ ∞
∂ y ∂ y

- -
∂ ∂

	 (8) 

	  ( )


( )
( 2)

1
12 = 0,

sup
s w

w r r
r∞ ∞

∂
+

∂
для несимметричных тел как 

	


( ) ( ) 

( )
( ) ( )

1 1 = 0,
s sup up

r hr r
re r e r h

r r
- -- ∞∞

∞ ∞
∂ y ∂ y

- -
∂ ∂

	 (9)

	  ( )


( )
( 2)

1
12 = 0.

sup
s w

w r r
r∞ ∞

∂
+

∂
Здесь аналогично индекс (up) указывает на использование направленной разности 1-го порядка точ-

ности.
Решение результирующих систем линейных алгебраических уравнений проводилось с помощь геомет-

рического многосеточного метода. Использовался V-цикл, количество пре- и поститераций сглаживания 

ИЗВЕСТИЯ РАН. МЕХАНИКА ЖИДКОСТИ И ГАЗА  № 2  2024

	 АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ТЕЧЕНИЙ, ИНДУЦИРОВАННЫХ КОЛЕБАНИЯМИ... � 153



в котором варьировалось от 3 до 6 в зависимости от сетки и геометрии цилиндра. В качестве метода сгла-
живания использовался метод релаксации. Решение считалось найденным при достижение невязки 10-8.

Программный код был реализован на языке С++ на базе кода, созданного в работе [26]. Благодаря ис-
пользованию многосеточного метода алгоритм решения имеет высокую скорость сходимости, характерное 
время полного расчета (в двух приближениях) одного случая на сетке с 2.6 ×105 узлов составляет от 30 с до 
5 мин (в зависимости от формы тела) на одном ядре мобильного процессора Intel Core i7-1165G7.

4.  ОПРЕДЕЛЕНИЕ ГИДРОДИНАМИЧЕСКОЙ СИЛЫ, ДЕЙСТВУЮЩЕЙ НА ЦИЛИНДР
Одной из важнейших характеристик, исследуемых течений, является гидродинамическая сила = ( , ),x yf ff  

действующая на цилиндр. Ее компоненты (обезразмерненные на 22 R Upr w ) можно определить по следу-
ющим формулам:

	
2 2

0 0= =0 0

1
= ,

2x
r r r r

x
f d y d

r

p p ∂ ∂w
w q + q  pb ∂q ∂ 

∫ ∫

	
2 2
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1
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2y
r r r r

y
f d x d

r

p p ∂ ∂w
w q - q  pb ∂q ∂ 

∫ ∫
В соответствии с используемым разложением сила представляется в виде суммы слагаемых

	
1 2

1 2

cos sin ,

cos sin ,

s
x x x x

s
y y y y
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для вычисления которых в программе использовались следующие приближенные формулы:
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Здесь индекс (c) указывает на использование центрально-разностной аппроксимации, а индекс (h) – на 
использование следующей аппроксимации 2-го порядка точности с компактным шаблоном:
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0 0
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w r h w rw
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r hq
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 

при построении которой используются исходные уравнения для завихренности (6), (7), записанные в виде 

	 = .w gΔ

Такой способ аппроксимации, основанный на схеме дискретизации исходных уравнений, является 
более предпочтительным, чем, например, использование направленных разностей второго порядка точ-
ности, так как снижает накопление ошибки, связанной с повторным приближенным вычислением про-
изводной по известным дискретным значениям функции. Заметим также, что стационарные составляющие 
fx

s и  fy
s для симметричных тел в обозначенных условиях равны нулю.
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Традиционно в численных и экспериментальных работах для аппроксимации нестационарной силы 
(fa), действующий на тело вдоль оси колебаний при установившемся движении, используют представле-
ние Морисона [27]: 

	 2

4 1
cos sin ,

23
D Mf kC t C ta ≈ - +

p
где CD называется коэффициентом сопротивления или демпфирования, а CM называется коэффициентом 
инерциальных сил. В нашем случае коэффициенты Морисона могут быть вычислены как

	
( )

( )

2
1 1

2 2

3
= cos sin ,

4

= 2 cos sin .

D x y

M x y

C f f
k

C f f

p
- a + a

- a + a

Заметим также, что вычисленная в используемой подвижной системе координат сила f отлична от силы 
f  * в неподвижной системе координат на величину, называемую силой Крылова–Фруда FKf  * FK( ).f f f= +  
Она равна произведению ускорения на площадь S поперечного сечения тела: 

	 FK = (cos ,sin )sin .f tSa a

5. РЕЗУЛЬТАТЫ
5.1. Колебания круглого цилиндра

В качестве первого примера рассмотрим колебания круглого цилиндра в жидкости. Преобразование 
координат для круглого цилиндра задается как 

	 = cos , = sin ;r rx e y eq q

	 2 2
0= , = 0.re rl

Заметим, что при таком преобразовании используемая равномерная сетка в области конформного 
отображения соответствует экспоненциально сгущающейся сетке в направлении нормалей к цилиндру в 
физической плоскости (рис. 1).

На базе этого примера проведем непосредственную апробацию модели, сравнивая результаты с из-
вестным аналитическим решением. В главном члене оно было полученное впервые в знаменитой работе 
Стокса [16]. Его можно записать в следующем виде [28]: 

0

1

2

0 1‒1

‒1

‒1

‒0.5

2‒2
‒2

0

0.5

1

0.5 1 1.5 2

Рис. 1. Характерная структура сетки (n = 100×100) в окрестности круглого цилиндра (в физической плоскости).
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здесь Kj — модифицированные функции Бесселя второго рода.
Стационарную часть решения в следующем приближении также можно выразить аналитически [19], 

[28]: 
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Структура аналитических решений учитывалась при выборе ГУ, представленных в разд. 3, на внешней 
границе расчетной области.

На рис. 2 представлена относительная погрешность = ( ) /
jj j j

i i iierr y -y y  численного решения, полу-
ченного на разных сетках при b = 314 в нестационарном и стационарном слагаемых. Как можно видеть, 
наибольшее значение относительной погрешности в главном члене достигается в пограничном слое около 
тела. На самой грубой сетке с = 256 256n × узлами максимальная погрешность достигает приблизительно 
0.82%, на наилучшей сетке с = 1024 1024n ×  узлами – чуть менее 0.01%.

В следующем приближении, вычисленном с использованием результатов расчета главного члена, 
ошибка ожидаемо увеличивается. Максимальные значения относительной погрешности, как можно видеть 
на графиках, здесь достигаются в области перехода между внутренней и внешней циркуляционной зонами 
(см. подробнее разд. 5.2), где функция тока переходит через ноль.

Как следствие, в этой области при расчете относительной погрешности возникает деление на ноль, что 
и объясняет ее резкий скачек. Другое локальное значение максимума погрешности находится в стацио-
нарном погранслое у поверхности цилиндра, на лучшей сетке оно не превышает 2%. Во всей остальной 
области относительная погрешность численного решения в среднем не превышает 0.6% на самой грубой 
сетке и 0.04% на самой точной.
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Рис. 2. Относительная погрешность численного решения ~y0
1 (а) и  ~y0

s (б) при b = 314,  q = p/4, вычисленного на сетках 
с n  = nr × nq узлов с r∞ = 3: 1 – n = 512 × 512, 2 – n = 1024 × 1024, 3 – n = 2566 × 256.
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Далее проведем анализ интегральных характеристик течения, рассмотрим гидродинамические силы, 
действующие на круглый цилиндр. При малоамплитудных колебаниях силы в этом случае, очевидно, 
действуют лишь вдоль оси колебаний. Согласно аналитическому решению коэффициенты гидродинами-
ческих сил находятся следующим образом [28]: 

	 ( )

( )

2

2

3
= Imag ( ),

4

= 2 2Real ( ).

D x

M x

C S O k
k

C S O k

p
- +

+ +
	 (10)

В табл. 1 представлены значения коэффициентов разложения Морисона вычисленные на сетках с 
количеством узлов 1 = 256 256n × , 2 = 512 512n × , 3 = 1024 1024n ×  для разных значений b. Там же пред-
ставлены значения ,D MC C  в приближении b → ∞  [17] (их можно получить из (10), раскладывая Sx в ряд 
по степеням b): 
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2
1/2 1 3/2

1/2 3/2 2

3
= 2 ,
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= 2 2 2 ;

D

M

C O O k
k

C O O k

- - -
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p
b + b + b +
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+ b + b +

	 (11)

и данные прямого численного моделирования [24].
Как можно видеть, на всех рассматриваемых сетках мы получаем результат с хорошей точностью. Мак-

симальная относительная погрешность по сравнению с аналитическим решением составляет не более 
2.4% на самой грубой сетке.

Отметим хорошую согласованность рассматриваемой асимптотики (полученной в предположении 
k  << 1) с данными прямого численного моделирования: при относительно малых амплитудах (k = 0.16, 0.22) 
разница между оценками CD не превышает 6%.

Отдельно укажем на широкую область применимости формулы , которая дает хорошее приближение 
(совпадающее с полным решением в первых трех значащих цифрах) во всем рассмотренном диапазоне.

5.2. Эллиптический цилиндр

  В качестве второго примера рассмотрим колебания эллиптического цилиндра в жидкости. Преобра-
зование координат для этого случая задается следующим образом:
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Taблица 1. Значения коэффициентов инерциальных сил и сил сопротивления для круглого цилиндра

2*b 2*k
CD/CM

n1 n2 n3 (10)  (11) [24]  
*319 0.16 3.82/2.16 3.82/2.16 3.81/2.16 3.81/2.16 3.81/2.16 4/2.16

0.22 2.77/2.16 2.77/2.16 2.77/2.16 2.77/2.16 2.77/2.16 2.9/2.16
0.32 1.91/2.16 1.91/2.16 1.9/2.16 1.9/2.16 1.9/2.16 2.1/2.14

3*722 0.16 2.44/2.1 2.43/2.1 2.41/2.1 2.41/2.1 2.41/2.1 2.57/–
0.22 1.77/2.1 1.77/2.1 1.75/2.1 1.75/2.1 1.75/2.1 1.85/–
0.32 1.22/2.1 1.22/2.1 1.21/2.1 1.21/2.1 1.21/2.1 1.35/–

3*1 600 0.16 1.71/2.07 1.68/2.07 1.67/2.07 1.67/2.07 1.67/2.07 1.8/–
0.22 1.24/2.07 1.22/2.07 1.21/2.07 1.21/2.07 1.21/2.07 1.25/–
0.32 0.86/2.07 0.84/2.07 0.84/2.07 0.84/2.07 0.84/2.07 0.95/–
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где Rx, Ry – длины полуосей сечения цилиндра, расположенных вдоль соответствующих осей Ox, Oy в фи-
зической плоскости. Размер большей полуоси Rx в дальнейшем будем принимать в качестве характерного 
размера профиля (R  = Rx).

Так как при малых значениях b геометрия тела существенно отличается от рассмотренного случая 
круглого цилиндра (рис. 3), проведем дополнительный анализ сеточной сходимости для b = 0.1.

В табл. 2 представлены результаты вычисления коэффициентов силы в расчетных областях разного 
размера (для разных значений r∞) и на сетках с разным количеством узлов.

Как можно видеть, близость внешней границы (в обозначенных диапазонах) не сильно влияет на ко-
эффициенты сил. Практически для всех расчетных параметров были получены идентичные результаты. 
На сетке с наибольшим количеством узлов значения коэффициентов при разных r∞ вообще не отличаются 
в четырех первых значащих цифрах. Последующая серия расчетов выполнялась на сетке с 512 × 512 узлами 
при r∞ = 3.

Проведем анализ зависимости коэффициентов CM и CD гидродинамической силы от отношения полу-
осей эллипса, переходя от круглого цилиндра при b = 1 к бесконечно тонкой пластине при b = 0. Графики 
соответствующих зависимостей, полученные в настоящей работе, представлены на рис. 4 для b = 772, 
a = p/2 одновременно с результами прямого численного моделирования  и графиками асимптотических 
зависимостей, выведенных для случая b  →  ∞ в [24]:
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 Рис. 3. Характерная структура сетки (n  = 100 × 100) в физической плоскости в окрестности эллиптического цилиндра 
при b = 0.1.

Taблица 2. Результаты исследования сеточной сходимости для случая b = 0.1 при b = 772, a = p/2, k = 0.032.
2*n CD CM

r∞ = 2.4 r∞ = 3 r∞ = 3.4 r∞ = 2.4 r∞ = 3 r∞ = 3.4
256 × 256 11.78 11.76 11.75 1.2
512 × 512 11.83 11.82 11.81

1024 × 1024 11.84

ИЗВЕСТИЯ РАН. МЕХАНИКА ЖИДКОСТИ И ГАЗА  № 2  2024

158	 НУРИЕВ и др.



Здесь индекс (03) указывает на удержание трех членов при разложении по степеням b.
Как можно видеть, вычисленные в настоящей работе значения коэффициента CM полностью согласу-

ются как с асимптотической зависимостью (12), так и с результатами прямого численного моделирования.
Значения CD при b > 0.3, полученные в разных приближениях (в том числе по данным численного мо-

делирования), также хорошо совпадают. В области b  →  0 слагаемые ряда (12) для CD попеременно стремятся 
то к плюс бесконечности, то к минус бесконечности, что ставит вопрос о границах применимости формулы 
при малых b. Как можно видеть, высокочастотная асимптотика (12) для рассматриваемого b хорошо со-
впадает с асимптотическим решением, полученным в нашей работе, начиная с b ≈ 0.2.

В табл. 3 приведено сравнение CD полученного в ходе численного асимптотического решения для про-
извольных b с высокочастной асимптотикой (12).

Результаты показывают, что формула (12) в действительности имеет достаточно широкую область 
применимости, корректно описывая изменение CD, начиная с низких частот b в широком диапазоне из-
менения параметра b. Существенные ошибки в определении коэффициента сопротивления наблюдаются 
лишь при малых b.
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Рис. 4. Изменение коэффициентов CM (а) и CD (б, в) в зависимости от соотношения полуосей b для эллиптического 
цилиндра при b = 314, k = 0.032, k = 0.064. Сравнение малоамптитудной асимптотики (результаты настоящей работы) 
с высокочастотным приближением (12) и результатами прямого численного моделирования: 1 – численное моде-
лирование при k = 0.064; 2 – асимптотика b → ∞, k → 0; 3 – численное моделирование при k = 0.032; 4 – асимптотика 
k → 0.

Taблица 3. Значения коэффициентов инерциальных сил и сил сопротивления для a = p/2.
b b = 40 b = 314 b = 772 b = 1600 b = 4000

CD k CD 
(03)k CD k CD 

(03)k CD k CD 
(03)k CD k CD 

(03)k CD k CD 
(03)k

1 1.84 1.84 0.614 0.614 0.386 0.386 0.266 0.266 0.167 0.167
0.5 1.66 1.67 0.554 0.556 0.348 0.349 0.240 0.241 0.152 0.151
0.1 1.66 1.14 0.586 0.541 0.375 0.362 0.263 0.258 0.168 0.167

0.05 1.69 -1.50 0.604 0.260 0.392 0.268 0.227 0.224 0.180 0.164
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Важно также отметить хорошее совпадение асимптотических оценок коэффициента сопротивления и 
результатов прямого численного моделирования. Видимые отличия наблюдаются лишь в области малых 
b < 0.2. Причем они усиливаются с ростом безразмерной амплитуды, что является следствием увеличение 
вклада членов порядка k2 в определении силы (которые не определялись в данной работе).

Большой интерес при изучении гидродинамики колебательного движения тел представляют вторичные 
стационарные течения, которые формирующиеся на фоне первичного колебательного движения и опре-
деляют перенос массы жидкости в области. Рассматриваемый подход дает большие возможности для 
изучения таких течений, возникающих во втором приближении. Здесь высокочастотная теория имеет 
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Рис. 5. Картины вторичных стационарных течений. Линии тока y1
s = const при b = 4000, a = p/2: (а–е) – b = 1, 0.5, 0.3, 

0.25, 0.2, 0.1.
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весьма ограниченные возможности , а прямое численное моделирования требует больших вычислительных 
затрат, так как требуются расчеты сотен циклов колебаний для описания стационарного течений.

На рис. 5, 6 представлены характерные структуры вторичных течений при разных значениях b для 
b = 4000 и b = 134 При b = 1 для всех рассматриваемых частот можно наблюдать один и тот же режим тече-
ния, в литературе он иногда называется закритическим [28].

Подобный режим течения был впервые теоретически описан Шлихтингом в 1932 г. [29]. Он реализуется 
при всех b > 37.064 [28] и характеризуется формированием двух циркуляционных зон около цилиндра. 

Рис. 6. Картины вторичных стационарных течений. Линии тока y1
s = const при b = 314, a = p/2: (а–е) – b = 1, 0.6, 0.5, 

0.4, 0.28, 0.1.
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Внутренняя циркуляционная зона состоит из четырех симметрично расположенных ячеек, внешняя гра-
ница которых образует окружность. Ее радиус зависит от параметра b. Внешнее циркуляционное течение 
на удалении от тела представляет собой квадрауполь

	 ( )1 2

1
=1, : 1 sin 2 .s

r
b r

e

 →∞ y ∼ - q - a 
 

При b = 4000 аналогичный режим можно наблюдать при b = 0.5 и b = 0.3. С уменьшением b центры 
внутренних циркуляционных ячеек смещаются вдоль поверхности цилиндра ближе к оси, перпендику-
лярной оси колебаний. При b = 0.25 (b = 4000) можно наблюдать значительное увеличение размера ячеек 
внутренней зоны. При b = 0.2 (b = 4000) они становятся бесконечно большого размера, ядро каждой из 
ячеек разделяется на два: один из центров остается около тела, второй устремляется к бесконечности. 
Внешняя циркуляционная зона при этом прижимается к оси колебания, превращаясь в циркуляционные 
ячейки конечных размеров. При b = 0.1 (b = 4000)  эти ячейки полностью исчезают, также исчезают и ядра 
ячеек бывшей внутренней циркуляционной зоны, расположенные около цилиндра.

Изменение структуры течения при b = 314 происходит похожим образом, только изменяются границы 
перехода между разными режимами. Трансформации закритического режима начинаются уже при b = 0.5. 
Также разделение ячеек внешней циркуляционной зоны происходит здесь уже после полного исчезнове-
ния внешней циркуляционной зоны. До разделения, при b = 0.4 течение приобретает структуру похожую 
на докритический режим, наблюдаемый у круглого цилиндра при < 37.064.b

5.3.  Профиль Жуковского

  В качестве заключительного примера рассмотрим колебания цилиндрического тела с сечением в форме 
руля Жуковского. Преобразование координат для описания геометрии этого тела задается как 
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Здесь x, y, l2 записаны в виде вещественных функций от вещественных переменных в той форме, в ко-
торой они использовались в программной реализации. Для получения классического профиля с острой 
кромкой нужно выбрать r0 = 0, при этом сама кромка становится особой точкой в которой, в частности, 
l2 обращается в ноль. Для проведения расчетов профиль скруглялся, и значение r0 выбиралось равным 
0.02. Форма профиля и структура расчетной сетки в физической области для этого случая представлены 
на рис. 7.

Далее рассмотрим колебания этого цилиндрического тела вдоль оси симметрии (при a = 0). Проверка 
на сеточную сходимость и влияние размеров расчетной области проводились практически в каждом рас-
четном случае, в качестве основной была выбрана расчетная сетка с n = 512 × 512 узлами.

Результаты расчета силовых коэффицентов Морисона по решению в главном члене представлены в 
табл. 4. Для сравнения с круглым цилиндром (m = 1), значения коэффициентов (и значения b) рассчитаны 
для случая, когда максимальная толщина крылового профиля равна двум. Как можно видеть значения 
коэффициента инерциальных сил последовательно снижается при уменьшении m, значение коэффициента 
сопротивления наоборот возрастает как следствие увеличение площади поверхности тела.
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Поскольку крыловой профиль не является симметричным относительно оси перпендикулярной оси 
колебаний, появляется асимметрия течений, индуцированных движением тела. В этом случае может воз-
никать ненулевая скорость движения тела (направленный поток на бесконечности в рассматриваемой 
подвижной системе координат) или ненулевая средняя сила.

Второй вариант в рассматриваемом приближении приведет к появлению логарифмической особенности 
на бесконечности при решении уравнения Стокса [12] (в используемых координатах речь идет о члене rer 
в функции тока), поэтому далее будем искать решение, при котором тело движется с крейсерской скоро-
стью ust при нулевой средней силе.

Для построения такого решения вместо условия (8), применявшегося ранее для симметричных тел, 
будем использовать на удаленной границе условие (9). Оно не ограничивает появление направленного 
потока, но запрещает возрастание скорости на бесконечности. При этом ust находится из решения задачи.

Характерные структуры вторичных течений, возникающих при колебаниях профиля Жуковского, 
представлены на рис. 8. Как можно видеть, большинство из них похожи на те, что формируются у круглого 
и эллиптического цилиндров. При малых числах b (см. b = 20) около колеблющегося формируется одна 
циркуляционная зона, состоящая из четырех вихрей (как в докритическом режиме у круглого цилиндра), 
которые из-за формы тела и присутствия направленного потока расположены несимметрично относи-
тельно оси Oy. При больших значениях b (см. b = 500, 7000, 4 × 105) хорошо различимы уже две циркуля-
ционные зоны: внутренняя, прижатая к телу, и внешняя, как в закретическом режиме. Случаи b = 50, 100 
можно отнести к переходным режимам.

Направление движения профиля с ростом b меняется несколько раз (значения скорости при разных b 
представлены в подписи к рис. 8). При b = 20, 50, 100 профиль движется острым торцом вперед. Затем, 
с появлением полноценной внешней циркуляционной зоны (см. b = 500, 7000), направление движения 
меняется на противоположное. В пределе больших b профиль вновь движется острым концом вперед.

В то же время следует отметить, что скорость стационарного движения во всех режимах является весьма 
незначительной. С учетом условия 1k   она по крайней мере на два порядка ниже амплитуды скорости 
колебаний.
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Рис. 7. Характерная структура сетки (n = 100 × 100) в окрестности симметричного профиля Жуковского при m = 0.5, 
r0 = 0.02.

Taблица 4. Значения коэффициентов инерциальных сил и сопротивления для крылового профиля при 
a = 0, значения b вычислены по толщине профиля

m
b = 40 b = 314 b = 772 b = 1600 b = 4000

CD k CDM CD k CDM CD k CDM CD k CDM CD k CDM

1 1.84 2.45 0.614 2.15 0.386 2.1 0.266 2.07 0.167 2.04
0.9 1.83 2.38 0.614 2.10 0.389 2.05 0.272 2.02 0.179 1.99
0.5 1.98 1.750 0.673 1.55 0.428 1.51 0.303 1.487 0.245 1.47
0.3 2.41 1.44 0.832 1.28 0.539 1.24 0.386 1.225 0.250 1.208
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 ЗАКЛЮЧЕНИЕ
 Проведено исследование гидродинамических течений, индуцированных малоамплитудными посту-

пательными колебаниями цилиндрических тел в вязкой несжимаемой жидкости.
Движение жидкости описывалось с помощью системы уравнений Навье–Сокса, для решения которой 

была реализована аналитико-численная модель, основанная на методе формальных асимптотических 
разложений. Выбранный комплекс методов обеспечивал скорость расчетов на несколько порядков выше 
той, что может быть достигнута при прямом численном решении рассматриваемого класса задач.

Апробация метода была проведена на задаче о колебаниях круглого цилиндра, по результатам которой 
была подтверждена точность расчетной схемы, а также продемонстрирован широкий диапазон примени-
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Рис. 8. Вторичные стационарные течения около кылового профиля. Линии тока для m = 0.3 (a) b = 20, ust = 0.0069k, 
(б) b = 50, ust = 0.0068k, (в) b = 100, ust = 0.0065k, (г) b = 300, ust = 0.003k, (д) b = 7000, ust = –0.025k, (е) b = 4  ×105, ust = 0.23k; 
b вычислено по длине хорды.
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мости малоамплитудной асимптотической модели. В рамках решения задач о колебаниях эллиптического 
цилиндра и профиля Жуковского были построены асимптотические оценки нестационарной гидродина-
мической силы, проведены оценки границ их применимости, описаны трансформации вторичных ста-
ционарных течений, возникающих в результате нелинейности на фоне первичного нестационарного те-
чения.

На примере профиля Жуковского изучена возможность появления направленных стационарных вто-
ричных потоков или, что эквивалентно, движения колеблющегося тела с ненулевой крейсерской скоростью. 
Показано, что колеблющийся профиль является движителем. В результате несимметричной формы он 
может совершать направленное движение в жидкости даже при симметричном законе колебаний. Направ-
ление такого пропульсивного движения зависит от безразмерной частоты колебаний.
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ASYMPTOTIC STUDY OF FLOWS INDUCED BY OSCILLATIONS  
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Hydrodynamic flows induced by translational oscillations of cylindrical bodies of various cross-sectional shapes 
are studied. The motion of fluid around oscillating bodies is described using the system of Navier–Stokes equations 
written in a generalized curvilinear coordinate system. Transition to a given body shape is implemented using a 
conformal mapping. The problem is solved using the method of successive asymptotic expansions under the 
assumption that the oscillation amplitudes are small. In each asymptotic approximation, the subproblems are 
solved numerically using the finite-difference method. Based on the results of the work, estimates of the 
hydrodynamic effect are obtained, the applicability of the high-frequency asymptotic approximation is estimated, 
and secondary stationary flows near cylinders are studied, in particular, the occurrence of directed stationary 
flows near an oscillating asymmetric body is considered with reference to the Joukowski airfoil.
Keywords: oscillatory motion, viscous fluid, hydrodynamic forces, secondary stationary flows, propulsive motion
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